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INTRODUCTION 

Les premières manifestations de l’analyse combinatoire dans 
des disciplines non mathématiques, les débuts de sa mathématisa¬ 
tion avec établissement de preuves et utilisation de raisonnements 
combinatoires et enfin son introduction, comme matière d’enseigne¬ 
ment, aux côtés des opérations classiques du calcul, sont des thè¬ 
mes qui ont bénéficié, au cours de ces dernières décennies, d’un 
certain intérêt chez les chercheurs en histoire des sciences .Mal¬ 
gré cela, l’histoire des premiers pas de l’analyse combinatoire 
reste encore fragmentaire, en particulier pour ce qui concerne son 
apparition, son intervention et son statut dans l’activité scien- 
tifique du monde arabo-musulman, entre le VIII et le XVI siècle. 

n 

Dans une étude précédente ,nous avions, faute de documents, briè¬ 
vement évoqué certains aspects de cette histoire en insistant et 

en développant notre réflexion sur l'état de cette discipline au 

e . (*) 

Maghreb, après le XIII siecle 

Le niveau atteint par cette discipline (malgré les limites de son 
champ d'activité), les modes de raisonnement qui y étaient déve¬ 
loppés et le type d'utilisation de ses résultats, ajoutés à quel¬ 
ques informations rapportées par des mathématiciens eux-memes, 


( * )_ Cf, Annexe TI, p.105, où nous avons reproduit les démarchés et les 
résultats combinatoires d'Ibn al-Bannâ’ et de deux de ses commenta¬ 
teurs, Ibn ïïaydur et Ibn a.l*-Majdi. 
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nous permettaient d’avancer quelques conclusions et de suggérer 
quelques conjectures au sujet du contenu de cette discipline et de 
son enseignement, dans la tradition mathématique arabe. Les voici 
brièvement reformulées : 

Les mathématiciens du Maghreb qui se sont occupés de combinatoire 
semblent avoir bénéficié d'une double tradition, l'une se confon¬ 
dant avec les débuts de la linguistique et de la grammaire arabes 
et se nourrissant de certaines activités astrologiques et l'autre 
puisant dans la musique, l'astronomie et l'algèbre. Si aucun élé¬ 
ment ne permet encore d'affirmer que tous les aspects de la secon¬ 
de tradition étaient connus au Maghreb et pris en compte, aucun 
doute ne subsiste quant à la première qui a fourni un champ d'ini¬ 
tiation à certains exercices combinatoires et a favorisé la mise 
au point des premiers procédés de dénombrement. 

Ces préoccupations combinatoires semblent avoir été mises au goût 
du jour indirectement à partir de deux mouvements distincts : Un 
renouveau d'intérêt pour les études linguistiques, encouragées par 
les pouvoirs politiques en place et un engouement croissant pour 
les pratiques astrologiques de toutes sortes, avec un recours de 
plus en plus important à l'astrologie des signes, par toutes les 
catégories sociales, les dirigeants en tête. 

A partir de ces éléments et sous leurs effets conjugués qu'il ne 
nous est pas possible d'analyser, faute de documents, apparaissent 
chez des mathématiciens maghrébins, au XIII siècle ou bien avant, 
des préoccupations combinatoires. Des problèmes sont posés et ré¬ 
solus par des raisonnements de nature combinatoire, une terminolo¬ 
gie née des besoins de la linguistique acquiert un statut mathéma¬ 
tique, un formulaire nouveau est établi pour devenir un instrument 
opérant sur des objets mathématiques tels que les équations, les 
opérations, les applications. 

D'une manière plus précise, nous dations (à partir de la seule in¬ 
dication d'Ibn al-Bannâ') de la fin du XII e siècle ou du début du 
XIII e , l'introduction des résultats obtenus en linguistique dans 
un chapitre des opérations du calcul. Quant à la phase suivante, 
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concernant l'extension du formulaire combinatoire, sa mathématisa¬ 
tion poussée, par l'introduction de nouveaux raisonnements et par 
son utilisation consciente comme instrument de calcul dans le cor¬ 
pus mathématique, nous l'avions datée, pour ce qui concerne le Ma¬ 
ghreb toujours, de la fin du XIII e siècle. D'ailleurs, compte tenu 
des informations dont nous disposions alors, nous avions attribué 
à Ibn al-Bannâ' et à ses successeurs la paternité de ce progrès. 
D'autre part, la présence dans les écrits de certains auteurs pos¬ 
térieurs, d ' exemples , de résultats ou de généralisations à caractè¬ 
re combinatoire avec utilisation d'un même vocabulaire spécifique 
ne faisait que renforcer, à nos yeux, le caractère de continuité 
des préoccupations combinatoires depuis Ibn Mun im au moins, cet¬ 
te continuité ne pouvant être assurée sans un enseignement suivi 
et conséquent. 

Tous ces éléments nous avaient alors permis de dire que dès la fin 
du XII siècle, on assistait à un début d'élaboration d'un chapi¬ 
tre nouveau en mathématique. Ce qui nous amenait à nous interroger 
sur l'apparition concrète de tout ou partie de ce chapitre dans 
les ouvrages d'enseignement aux côtés de celui sur les séries nu¬ 
mériques que l'on retrouve dans les manuels maghrébins depuis al- 
Haççâr jusqu'à al-Qalçâdl. 

L'étude que nous présentons aujourd'hui vise, à travers l'analyse 
d'un texte inédit, d'une part à expliciter les conjectures déjà 
faites et à proposer des réponses à certaines questions encore en 
suspens, d'autre part à reculer la date concernant les premiers 
enseignements de la combinatoire dans l'occident musulman. Cela 
ne manquera pas de soulever de nouvelles questions concernant les 
différents statuts qu'a pu avoir cette discipline, dans le cadre 
des mathématiques, et le sort qui lui sera réservé par les ensei¬ 
gnants et qui transparaît dans les ouvrages de la tradition arabe 
produits entre le XIII e et le XVII e siècle,au Maghreb et ailleurs. 

IBN MUN C IM ET SON EPOQUE . 

Pour justifier ce qu'il présentait comme une contribution per- 
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sormelle en analyse combinatoire, Ibn al-Bannâ' écrivait dans son 
Tanbïh al-Albâb : "Quant au nombre de mots trilitères ou quadrili- 
tères ou dont le nombre de lettres est autre et qui sont constitu¬ 
és à partir des vingt huit lettres de l’alphabet, Ibn Mun c im a 
dressé pour cela un tableau" . 

Connaissant les qualités de polygraphes de certains mathématiciens 
arabes et ignorant la nature de l'ouvrage qui devait contenir 
le tableau en question, il nous était difficile de déduire,de la 
seule allusion d'Ibn al-Bannâ',que le tableau était isolé ou qu'il 
s'insérait dans un contexte mathématique précis. Aussi, nous som¬ 
mes-nous contentés d'avancer une hypothèse au sujet de son contenu 
qui devait être constitué, selon nous, des coefficients pour : 

A ** 

n=28 et 2^p^5 ou, mieux encore, pour : 2^n^28 et l^p^n . 

Désormais, on peut dire beaucoup plus à ce sujet : Le tableau si¬ 
gnalé par l'auteur du Talkhïç n'est ni unique ni isolé du contexte 
mathématique. Il constitue en fait, avec d'autres, la seconde par¬ 
tie de toute une section consacrée à l'analyse combinatoire, dans 
un ouvrage d'Ibn Mun c im intitulé Fiqh al-Çisâb dont une copie 
ayant appartenu à la Zawiyya an-Nâ§iriyya de Tamakrout, est con¬ 
servée à la section des archives de la bibliothèque générale de 
Rabat^. 

De l'auteur, on ne sait que peu de choses : Ibn Khaldün le cite 
dans sa Muqaddima pour préciser que, dans son Raf al-Çijab, Ibn 
al-Bannâ' "rivalise avec le Fiqh al-Çisâb d'Ibn Mun c im et avec le 
Kâmil d'al-A^dab" . Les anciens biographes du Maghreb que nous a- 
vons pu consulter ne le mentionnent pas, même lorsqu'il leur arri¬ 
ve de s'étendre sur la vie et l'oeuvre de mathématiciens d'une 
moindre envergure et qui se sont nourris du contenu de son livre. 
Quant aux biographes ou aux historiens occidentaux, comme H.P-J. 
Renaud et H. Suter , ils le confondent avec le géomètre et astro¬ 
logue Muhammad Ibn c Abd al-Mun c im qui aurait vécu en Sicile dans 

8 

la cour de Roger II . 

L'ouvrage d'Ibn Mun c im était pourtant bien connu des mathémati¬ 
ciens des XIII e -XIV e siècles de l'occident musulman dont il nous 
reste des travaux. Plusieurs références explicites et surtout plu- 
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sieurs emprunts sont là pour le confirmer : Ibn al-Bannâ* ne le 
cite qu'une fois mais un certain nombre de paragraphes de son Raf c 
al-Iiijâb est inspiré de sections du Fiqh al-Çisâb . Après lui, son 
élève al-Âbilî en a vraisemblablement intégré des aspects impor¬ 
tants dans son enseignement ; ce qui expliquerait,peut-être, que 
son élève Ibn Khaldün en parle dans sa Muqaddima. Ibn Haydür l'é¬ 
voque dans sa Tufcfat a^-Tullab à propos de l'utilisation des ba¬ 
ses non décimales et lui emprunte son exemple de combinaisons des 
couleurs sans le nommer et sans dire un seul mot de son travail^. 
Plus explicite, Abu Zakariyyâ al-Andalusî le cite aux côtés de ma¬ 
thématiciens andalous comme az-Zahrâwï, Ibn Bundud, Ibn Tâhir, al- 
Qurashï, ou maghrébins comme al-Çaç§âr, al-Ghazzî, al-Qarâfî, et 

pour la démonstration de certaines propositions algébriques, il ne 

- 11 

renvoie qu'au Fiqh al-Hisab 

Malheureusement, s'adressant au milieu relativement informé des 
mathématiciens, ces auteurs n'ont peut-être pas jugé utile de dire 
plus, lorsqu'ils en avaient les moyens, sur la vie et l'oeuvre 
d'Ibn Mun c im. Cette situation n'est d'ailleurs pas exceptionnelle 
puisqu'elle concerne autant des savants comme al-Mu’taman, Ibn 
Sayyid, al-Qurashï, al-Ça§çar, pour ne citer que les plus impor¬ 
tants des XI e -XIII e siècles. 

En fait, le peu d'informations dont nous disposons, nous l'avons 
déduit de notre lecture de l'introduction du Fiqh al-Çisâb dans 
laquelle l'auteur rend hommage à son protecteur et aux hommes de 
sa dynastie en termes suffisamment clairs,à notre avis,pour permet¬ 
tre de le situer dans le temps. Voici l'essentiel de ce qui y est 
dit : "Ceci est un livre qui renferme les deux sciences théoriques 
du nombre et ses deux sciences appliquées et qui réunit tous ses 
fondements et ses démonstrations. Il a été rédigé par A^mad Ibn 
Mun c im al- c Abdarî qui l'a commencé par les louanges à Dieu le très 
haut. Il a dit : Louange à Dieu qui nous a guidé vers cela [car] 
nous n'aurions pas su nous diriger si Dieu ne nous avait pas gui¬ 
dés^. Que Dieu bénisse l'élu Muhammad et qu'il accorde sa satis¬ 
faction à l'imâm infaillible, au Mahdi connu qui a révélé les si- 
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gnes de la religion après leur effacement (...) et à ses succes¬ 
seurs bien dirigés qui ont revivifié la foi (...). 

Que la prière soit sur notre maître et seigneur le khalife, l'imâm 
le prince des croyants Abu c Abdallâh, le fils des khalifes bien 
dirigés, le défenseur victorieux de la religion de Dieu, le per¬ 
sécuteur des athées, qui a brandi l’étendard et le flambeau de la 
religion, qui a repoussé avec détermination les hypocrites et les 
a réprimés avec fermeté, qui, prenant passionnément le parti de 
l'Islam, l'a soutenu, l'a raffermi et lui a apporté des victoires 
(...), qui a éteint le brasier des guerres lorsqu'il s'est enflam¬ 
mé et a calmé les vagues des soulèvements lorsqu'ils ont éclaté. 
(...) Comme sa Majesté, que Dieu l'assiste, réunit les savants et 
qu'il soutient les gens célèbres, qu'auprès d'elle tout homme de 
science se sécurise et répand sa science et tout homme de qualité 
se réfugie, trouvant ainsi un cadre favorable où s'épanouissent 
son nom et son oeuvre (...), je lui ai offert le meilleur de la 
science en composant un ouvrage sur le calcul, complet et renfer¬ 
mant [tous ses aspects] , que j'ai intitulé "la science du calcul". 
Une partie [du contenu de ce livre] , je l'ai empruntée aux écrits 
des Anciens et l'autre, je l'ai [moi-même] inventée, à l'aide de 
leurs méthodes de raisonnement et de leurs [techniques de] démons¬ 
tration" . ^ 

Les détails de ce passage, sa formulation et les allusions qui y 
sont faites à des événements de l'histoire du Maghreb nous amènent 
aux conclusions suivantes : 

Le mahdi auquel l'auteur adresse ses louanges est indiscutablement 
Muhammad Ibn Tumart, le fondateur de la dynastie almohade qui suc¬ 
céda aux Almoravides après une longue lutte idéologique et de vio¬ 
lents affrontements armés. Cette dynastie fut la seule à régner 
sur un empire maghrébin s'étendant de l'Atlantique au golfe de Ga- 
bès et des confins du Sahara au détroit de Gibraltar,et la derniè¬ 
re à avoir joué durablement un rôle politique important en Espa¬ 
gne. 

Les expressions qu'utilise l'auteur pour parler d'Ibn Tumart étai¬ 
ent courantes à l'époque et ne deviendront, taboues qu ' après le re- 
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tour en force de la vague malékite du XIII e siècle 1 ^.Quant à l'ex¬ 
pression "khalifes bien dirigés" qui était traditionnellement ré¬ 
servée aux quatre premiers successeurs du Prophète, elle a été 
volontairement utilisée pour désigner c Abd al-Mu'min, lieutenant 
d'Ibn Tumart et premier khalife almohade et, après lui, ses des¬ 
cendants qui lui ont succédé sur le trône, marquant ainsi, semble- 
t-il,une volonté de retour aux traditions premières, avec la répé¬ 
tition des différentes phases du début de l'Islam. Pans le même 
esprit, ils porteront le titre de "prince des croyants", signifi¬ 
ant par là la prétention de la dynastie à unifier toute la commu¬ 
nauté musulmane. 

Or parmi les personnages connus de cette dynastie et dont les 
chroniqueurs rapportent les noms et certains aspects de la vie, il 
n'y a pas moins de trois qui ont pour kunya Abu c Abdallâh et pour 
prénom Muhammad. Il y eut tout d'abord Abu c Abdallâh Muhammad Ibn 
c Abd al-Mu'min qui a bien été désigné pour succéder à son père , 
mais ayant été prématurément déchu, il n'a pu porter le ti- 
tre khalifal d'amir al-mu'minin . Puis, il y eut le quatrième 
khalife Abu c Abdallah Muhammad Ibn Ya c qub, surnommé an-Nâçir qui 
régna de 1199 à 1213 (595-610 H.) et enfin, le hafside Abu c Abdal- 
lâh Muhammad Ibn Zakariyyâ surnommé al-Mustançir qui régna sur 
l'Ifriqiyya de 1249 à 1277 (647-675 H.). 

Mais si ces deux derniers personnages ont porté, chacun,le titre 
d'amir al-mu'minin et si, au vu des événements qui ont marqué 
leurs règnes, ils peuvent être, tous les deux, concernés par les 
louanges de l'auteur et par les allusions à leur rôle de mécène 
pour les arts les lettres et les sciences, certains détails lais¬ 
sent à penser toutefois qu'il s'agit bien, ici, d'an-Nâçir le qua¬ 
trième khalife almohade : Ibn Mun c im utilise en effet l'expression 
"fils des khalifes biens dirigés" qui convient plus à an-Nâçir qui 
est l'arrière petit-fils de c Abd al-Mu'min qu'à al-Mustansir qui 
est un descendant d'Abu Hafç Umar al—Hintati, un autre compagnon 
du mahdi dont la famille n'a, à aucun moment, accédé au khalifat, 
se contentant de gouverner l'Ifriqiyya. D'ailleurs, un peu plus 
loin, l'auteur fera allusion à son surnom honorifique - an-Nâsir 
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li dîrii-llâh - en l'intégrant dans sa prose rimée comme une quali¬ 
té du prince. 

Les louanges de l'auteur sont malheureusement trop vagues pour 
qu'on puisse les rattacher à des événements précis d'an-Naçir qui 
a eu, comme ses prédécesseurs et tout au long de son règne, à com¬ 
battre les partisans des Almoravides, à lutter sur le front idéo¬ 
logique contre les malékites et à assurer la défense de l'Islam en 
terre d’Espagne, trois préoccupations qui apparaissent en filigra¬ 
ne dans l'énumération des actions du khalife en question. Pourtant 
compte tenu du caractère très appuyé des louanges concernant la 
protection de l'Islam et la répression des révoltes, nous sommes 
tentés de situer la rédaction du Eiqh al-Hisâb entre 1207 et 1212, 
c'est à dire juste après l’expédition victorieuse des armées kha- 
lifales en Ifriqiyya, contre les troupes d'Ibn Ghaniyya et avant 
la grande défaite de ces mêmes armées, en Espagne, à la bataille 
d'al- c Uqâb (Las Navas de Tolosa). 

Gela étant dit, aucune référence, aucune digression de l'ouvrage 
ne nous permettent de deviner le lieu de sa rédaction, de situer 
géographiquement l'auteur ou même de conclure à sa présence à Mar- 
rakech, dans la cour du khalife . 

On sait qu'à diverses périodes du règne d'an-Naçir, ont vécu,dans 

la capitale almohade ou dans la cour même, des savants aussi célè- 

17 _ _ _ _ 

bres que les médecins Ibn Zuhr , le grammairien Abu Musa al-Jazu- 

lx 18 ou l'algébriste Ibn al-Yâsamîn^; ce qui suppose l'existence 
d'activités scientifiques multiformes poursuivant ou renouvelant 
des traditions antérieures, grâce au soutien d'un mécénat généreux 
et souvent éclairé qui ne s'est pas interrompu depuis le règne de 
c Abd al-Mu'min. Malheureusement, les chroniqueurs et les biogra¬ 
phes connus ont négligé totalement l'histoire de l'activité mathé¬ 
matique de cette époque et l'on est réduit à interroger les ouvra¬ 
ges d'enseignement eux-mêmes pour espérer dégager les éléments 
d'une tradition ou tout simplement découvrir des noms de savants 
ou des titres d'ouvrages marquants. La lecture du Fiqh al-ÿisâb 
confirme bien cela, mais les indications qu'il renferme, sans être 
négligeables pour l'histoire des sciences en occident musulman, ne 
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permettent pas de lever le voile sur l'activité mathématique au 

Maghreb, à l'époque almohade. Les nombreuses références à l'ouvra- 

20 

ge d'al-Mu'taman que l'on y découvre et les critiques faites à 

' — 2 1 
des écrits d'Ibn Sayyid et d'Ibn Çahir nous informent en fait 

sur une tradition mathématique plus ancienne, mais toujours vivan¬ 
te : Celle de l'Andalousie du XI e siècle^. 

LA COMBINATOIRE DANS L'ENSEIGNEMENT D'IBN MUN C IM . 

Comme le précise l'auteur dans son introduction, le but visé 
était de regrouper, dans un même livre, les deux aspects du calcul 
"car, dit-il, lorsque j'ai consulté les ouvrages qui avaient été 
écrits sur ce sujet, j'ai constaté que les uns étaient pratiques 
[mais] sans aspects théoriques et les autres théoriques, sans [ap- 
plications] pratiques" . En fait, cette division se trouve elle- 
même subordonnée à une autre qui correspond à la distinction clas- 
que entre nombres entiers, rationnels et irrationnels, même si le 
livre ne traite que des deux premiers thèmes dans deux grands cha¬ 
pitres distincts, les irrationnels n'étant abordés qu'indirecte¬ 
ment, en guise de conclusion et en liaison avec les fractions. 
C'est dans la onzième section du premier chapitre qu'est traitée 
l'analyse combinatoire. Intitulée "le dénombrement des mots qui 
sont tels que l'être humain ne peut s'exprimer que par l'un d'eux" 
cette section n'est pourtant pas, aux yeux de l'auteur, un ensem¬ 
ble de "calculs pratiques". Il prend soin en effet de préciser,au 
cours de son exposé, qu'il se propose d'abord de traiter le pro¬ 
blème d'une manière générale, même s'il est contraint,pour fixer 
les idées, de le poser en termes particuliers, en se servant de 
l'alphabet arabe, puis de faire suivre ses démonstrations d'exem¬ 
ples et de tableaux. Mais, comme le confirme l'analyse que nous 
exposons plus loin, la généralité dont parle l'auteur ne sort pas 
du cadre linguistique fixé et concerne l'établissement de formu¬ 
les mathématiques et procédés en vue de dénombrer les mots de 
n'importe quelle longueur, dans n'importe quelle langue. 

Malgré tout, cette étude dépasse objectivement le cadre linguisti¬ 
que dans lequel elle a été formulée et réalisée, tant par la ma- 
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nière de poser les problèmes et de les relier l’un à l'autre, par 
les méthodes de raisonnement utilisées, que par les résultats éta¬ 
blis. C'est bien ce que semblent avoir retenu des mathématiciens 
postérieurs, comme Ibn al-Bannâ' et Ibn Haydur. 

1. Le triangle arithmétique . 

Le contenu de cette section est présenté par l'auteur comme une 
extension des résultats d'al-Khalil Ibn Aftmad et une généralisa¬ 
tion de ses calculs permettant de déterminer toutes les combinai¬ 
sons possibles des éléments d'un alphabet quelconque 2 ^ - . A cet ef- 
fet, Ibn Mun im commence par établir, à partir d'un ensemble de 
couleurs de soie qui jouera le rôle de modèle abstrait, une règle 
permettant de déterminer toutes les combinaisons possibles de n 
couleurs, p à p. Pour cela, il est amené à construire un tableau 
numérique, à identifier ses éléments avec les combinaisons cher¬ 
chées et à en déduire la relation : 


C 



C 


p-1 

n-1 


+ 



+ 


+ 


C 


p-1 

p-1 


Ce faisant, il donne, pour la première fois à notre connaissance 
selon une démarche strictement combinatoire, le fameux triangle 
arithmétique que les algébristes du centre de l'empire, comme al- 
Karajï avaient déjà construit par une méthode algébrique, en vue 

n c 

de déterminer les coefficients du binôme . 

Il est à regretter que, craignant "les excès et les longueurs" , 
l'auteur ait renoncé à exposer les "propriétés extraordinaires", 
selon ses propres termes, qu'il a su dégager de la simple compa¬ 
raison des éléments du tableau. Cela signifie-t-il qu'il a déduit 
certaines des relations que formulera beaucoup plus tard Pascal 
dans son traité sur les combinaisons et surtout qu'il a réussi à 
identifier les éléments du triangle arithmétique aux coefficient; 
du binôme ? 

Si, compte tenu de ses propres remarques, on peut répondre à la 
première question par l'affirmative, en pensant que cela a meme pu 
faire l'objet d'un commentaire oral à l'intention des étudiants , 
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comme c'était l'usage, en revanche il est difficile d'admettre que 
l'auteur, ayant saisi la signification algébrique de son tableau, 
ne s'en est pas servi ou n'y a pas fait allusion dans la septième 
section de son livre, au moment du calcul des coefficients du bi¬ 
nôme, pour n = 2, 3, 5* 7. D'ailleurs, au vu des traités maghré¬ 
bins connus, ses successeurs ne semblent pas, non plus, avoir fait 

2 6 

le lien entre les deux aspects de ce tableau . 

2. Combinaisons et permutations avec répétitions . 

l'étude se poursuit par l'établissement, selon des démarches 
combinatoires reposant sur l’induction, des formules relatives aux 
permutations, avec ou sans répétitions, d’un ensemble de lettres 
et celles donnant, par récurrence, le nombre de lectures possibles 
d'un même mot de n lettres, compte tenu de tous les signes (voyel¬ 
les et sukuns pour l'arabe), utilisés par une langue donnée, 
l'auteur conclut cette première partie en établissant une formule 
des arrangements, sans répétition, de n objets p à p qui tient 
compte des signes accompagnant les lettres. 

la seconde partie, beaucoup plus longue, vise à dénombrer les com¬ 
binaisons avec répétitions, en adoptant une démarche analogue à la 
précédente et qui nécessite le recours à des tableaux de nombres. 
C'est d'ailleurs cette même démarche que suivra Mersenne, au XVII e 
siècle^, avant que Prénicle n'établisse la formule donnant ce 

qu'il appelle les "combinaisons de changement" dans lesquelles "il 

28 

se trouve plusieurs choses semblables" . 

Mais si, sur le plan pratique, cette méthode s'avère longue et pé- 
nible, sur le plan, théorique, elle aura permis à Ibn Mun im d'a¬ 
border des problèmes de partitions de nombres et surtout de faire 
fonctionner, une nouvelle fois, des ensembles d'objets (respecti¬ 
vement des lettres d'un alphabet, des couleurs de soie, des fila¬ 
ments de couleurs), comme des modèles abstraits en identifiant, à 
chaque fois, les objets étudiés aux éléments du modèle. Il est à 
remarquer, toutefois, que le problème de partition n'est pas dé¬ 
gagé de son contexte et que l'on n'est pas encore en présence d'un 
modèle abstrait unique auquel sont rapportées les données de n'im- 
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porte quel problème combinatoire. Comme nous l’avons déjà montré, 
cette réduction à un seul modèle (l’ensemble des lettres d’un al¬ 
phabet) apparaîtra, plus tard, dans les écrits des mathématiciens 
du XIV siècle. Mais le texte d’Ibn Mun im suggère fortement la 
méthode. 

La troisième partie de la onzième section renferme, en plus de 
quelques applications, une série de tableaux qui permettent de dé¬ 
terminer, de proche en proche, tous les éléments (, A^, C^, ...) 
qui interviennent dans le dénombrement des mots qu’il est possi¬ 
ble de prononcer, dans une langue donnée. 

Comme le précise l’auteur, cette partie n’existait pas dans la 
première version du livre. Elle a été rajoutée "après que l’ouvra¬ 
ge ait été recopié et qu'il fût entre les mains des étudiants" , 
dans le but d'illustrer les procédés généraux établis dans les 
deux premières parties. 

L'auteur parle en effet, à propos de cette troisième partie, d'ex¬ 
emples et d'aspects particuliers, par opposition aux méthodes gé¬ 
nérales des deux premières parties. Ce qui nous amène à nous in¬ 
terroger sur les types de raisonnement utilisés pour établir les 
résultats et sur leur statut par rapport aux autres outils mathé¬ 
matiques. 

Ces questions sont importantes dans la mesure où, pour l'auteur, 
l'aspect essentiel de l'exposé, dans chaque section de l'ouvrage, 
est bien l'établissement des règles générales et surtout leur jus¬ 
tification. Cette volonté apparaît d'ailleurs dès le début de 
l'ouvrage lorsque Ibn Mun c im rappelle la division classique des 
mathématiques en sciences théoriques et pratiques et lorsqu'il dé¬ 
finit, en citant des passages du Kitëb al-Istikmâl d'al-Mu'taman 

les outils théoriques essentiels qu'il utilisera abondamment par 

, 29 

la suite : L'analyse et la synthèse . 

Or la lecture de la onzième section fait apparaître deux autres 
types de raisonnement que l'on pourrait qualifier,globalement, 
d'inductif et de combinatoire et qui sont utilisés sans recours 
à l'analyse et à la synthèse. Mais si le raisonnement inductif, 
dans ses différentes variantes (et avec le sens qu'il a gardé jus- 
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qu’au XVII e siècle), est un outil traditionnel dans les mathémati¬ 
ques arabes, avec ses domaines priviligiés et son statut par¬ 
ticulier, mais reconnu , on ne peut pas en dire autant du raison¬ 
nement combinatoire dont la seule présence dans les écrits mathé¬ 
matiques antérieurs au Fiqhal-ÿisâb reste encore à établir (les 
quelques traces que nous avons déjà rencontrées étant des utilisa¬ 
tions implicites, sous forme de résultats élémentaires, chez des 
mathématiciens tels que Thâbit Ibn Qurra, al-Birünl et as-Samaw- 
’al 50 ). 

Déjà l'importance de son intervention, dans cette onzième section, 
et surtout son utilisation pour établir des règles considérées 
comme générales et ayant caractère de propositions, apparaissent 
comme une reconnaissance de fait du caractère mathématique de ce 
raisonnement, qui pouvait aboutir, en particulier grâce à un déve¬ 
loppement quantitatif de son champ d’application, à une reconnais¬ 
sance explicite de cet outil. Mais, malgré la présence, après le 
XIII e siècle et dans plusieurs autres ouvrages d'enseignement, de 
raisonnements et de propositions combinatoires déjà établies et 
opérant comme de nouveaux instruments, il ne nous est pas encore 
possible d'affirmer que cette reconnaissance a bien eu lieu. 

DISCONTINUITE DANS IA TRADITION COMBINATOIRE . 

En présentant sa section sur la combinatoire comme une extension 
et une généralisation des calculs attribués à al-Khalil Ibn A^mad, 
l'auteur se situe d'emblée dans une tradition déjà ancienne, inau¬ 
gurée au VIII e siècle et transmise par les différentes écoles de 
linguistes et de grammairiens qui se sont succédés jusqu'au XII 
siècle. Ce qui ne manque pas de soulever des questions au sujet de 
la poursuite des préoccupations combinatoires, dans le cadre de 
cette tradition ou en dehors d'elle, et des éventuelles ruptures 
qui auraient eu lieu dans ce domaine. Par voie de conséquence, ce¬ 
la nous incite à nous interroger sur la paternité des résultats et 
des preuves exposés par Ibn Mun im. 

On aurait souhaité, par exemple, que l'auteur commençât sa section 
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par un rappel critique de cette tradition combinatoire, pour mieux 
apprécier les difficultés de la mathématisation qui y a été fina¬ 
lement introduite : En effet, à lire le paragraphe que consacre 

a^-ÿuyü^ï au dénombrement des mots de la langue arabe, dans son 

- c — 31 — 

Muzhir fi Ulura al-Lugha , on constate que depuis al-Khalil Ibn 

Ahmad, les méthodes de calcul varient d'un auteur à l’autre,qu'el¬ 
les sont soumises à des préoccupations linguistiques (sur la natu¬ 
re des lettres qui composent les mots, sur les contraintes de la 
prononciation) qui n'ont peut-être pas favorisé le dégagement 
d'algorithmes généraux et, surtout, que ces méthodes ne sont pas 
exemptes d'erreurs, à la fois au niveau des résultats et au niveau 
des raisonnements qui les justifient . Ce dernier aspect est 
particulièrement instructif dans la Jamhara d'Ibn Durayd où sont 
incomplètement exposées deux méthodes de calcul de nature diffé¬ 
rente : L'une est mécanique et semble utiliser des disques mobiles 
portant des lettres. Elle est présentée d'une manière confuse et 
incomplète. L'autre est mathématique et utilise les dénombrements 
des arrangements avec répétitions des lettres de l'alphabet, deux 
à deux, ...» cinq à cinq. La démarche est défaillante au niveau du 
dénombrement des combinaisons sans répétition . 

Compte tenu de ces éléments et connaissant la pesanteur de la tra¬ 
dition mathématique au Maghreb et ailleurs, il nous est difficile 
d'attribuer à ce seul auteur, à la fois l'établissement de cer¬ 
tains résultats absents du Kitûb al- c Ayn et d'autres ouvrages ana¬ 
logues, la mathématisation d'une série de propositions combinatoi¬ 
res et leur introduction comme sujet autonome dans un manuel d'en¬ 
seignement. 

L'auteur précise bien, au début de son livre, qu'il ne s'est pas 
contenté de rapporter les résultats et les démonstrations des an¬ 
ciens, mais sa formulation malheureusement stéréotypée et trop va¬ 
gue, ajoutée à notre ignorance de certains aspects de l'histoire 
de la combinatoire, entre le VIII e et le XII e siècle, ne nous per- 
met pas de confirmer une contribution personnelle d'Ibn Mun im 
et d'apprécier son importance à partir d'une tradition orientale 
ou andalouse. 



15 


Gela étant, le caractère élaboré des résultats et des démarches 
exposés dans le Fiqh al-^isâb et l'esprit de méthode qui s'en dé¬ 
gage, comparés, par exemple, aux tâtonnements et à l'absence de 
rigueur que l'on rencontre dans certains problèmes combinatoires 
au XVII siècle, nous incitent à reculer, bien en deçà de l'époque 
d'Ibn Mun im, les débuts de la mathématisation de cette discipli¬ 
ne, dans le cadre de la science arabe. 

En attendant que des éléments nouveaux viennent confirmer cette 
hypothèse ou la corriger, le Piqh al-Hisâb reste le plus ancien 
ouvrage connu, de l'occident musulman, dans lequel ait été intégré 
avec son double aspect théorique et pratique, un chapitre autonome 
sur l'analyse combinatoire. Mais son importance ne s'arrête pas 
là : Au regard de la tradition linguistique au Maghreb, il appa- 
rait comme un aboutissement, dans la mesure où il expose une solu¬ 
tion générale au problème posé. D'autre part, cet ouvrage repré¬ 
sente, sur le plan strictement mathématique, un maillon important: 
Il marquerait la fin d'une étape dans les progrès de la combina¬ 
toire, celle du calcul par la technique des tableaux, et le début 
d’une autre étape, celle de l'extension du formulaire et de son 
utilisation pour résoudre des problèmes mathématiques, après que 
ces derniers aient été ramenés, à l'aide de bijections appropri¬ 
ées, à un modèle abstrait unique qui est l'ensemble des lettres 
d'un alphabet ou,plus généralement, un ensemble fini d'objets. 

Mais si, à nos yeux, une matière et des instruments nouveaux sem¬ 
blent objectivement se constituer, nous ignorons le degré de con¬ 
science qu'en avaient ceux qui ont contribué à sa formation et 
l'importance qu'il leurs accordaient . En tout cas, cela n'est pas 
allé jusqu'à donner un nom à cette activité et à la distinguer 
des opérations classiques sur les entiers et ce, malgré l'utilisa¬ 
tion de ses résultats dans d'autres parties des mathématiques. 

Les causes sont à chercher dans plusieurs directions à la fois : 
Etat de la société elle-même et nature de ses activités et de ses 
préoccupations qui n'auraient pas permis un développement quanti¬ 
tatif de la combinatoire, absence d'institutions locales ou ré¬ 
gionales chargées de renouveler les programmes et d'imposer, puis 
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de perpétuer l'enseignement de notions nouvelles et, pourquoi pas, 
empreinte de certains spécialistes dont l’autorité pouvait à tel 
ou tel moment influer sur le contenu d'un enseignement scientifi¬ 
que, en le figeant ou en l'allégeant. 

A cela, il faudrait peut-être ajouter le rôle de l'environnement 
idéologique et politique, incontestable dans certains domaines 
comme la philosophie ou la grammaire, mais plus difficile à cer¬ 
ner lorsqu'il s'agit d'en suivre les effets éventuels sur l'évolu¬ 
tion de la production et de l'enseignement mathématiques ou sur le 
destin des hommes qui ont oeuvré pour cette science^. 

Ce sont les conditions et les formes dans lesquelles la tradition 
combinatoire s'est transmise à partir du XIII siècle qui nous 
font croire à ce rôle : Pour ce qui est du Maghreb, nous avons dé¬ 
jà montré comment cette tradition a été entretenue jusqu'au XV e 
siècle, grâce à l’enseignement d'Ibn al-Banna' et de ses élèves^ . 
Mais quand on analyse ce qu'ont écrit les auteurs qui ont plus ou 
moins abordé des questions à caractère combinatoire, on est frappé 
par le peu de référence ou même d'allusion au travail d'Ibn 
Mun c im. Est-ce là le résultat d'une réaction idéologique orthodoxe 
et d'un rejet violent de l'héritage des Almohades,qui auraient en- 
trainé la mise à l'index d'ouvrages de toute sorte produits à la 
gloire des khalifes mu'minides ? 

L'histoire culturelle de cette dynastie n’étant pas encore écrite, 
on ne peut même pas procéder par analogie ou par recoupements,pour 
suggérer des premiers éléments de réponse. Cela étant, il ne fau¬ 
drait pas exagérer ce rôle à une époque où d'autres causes, plus 
profondes, à la fois extérieures et intérieures à la société ma¬ 
ghrébine intervenaient, depuis le XI e siècle, dans l'évolution des 
activités scientifiques. Cette réaction idéologique et ses effets 
en mathématique seraient plutôt des effets induits par des causes 
plus structurelles touchant en particulier le domaine économique 
et concernant l'espace musulman médiéval dans son ensemble.Ce sont 
ces causes qui pourraient expliquer, en partie, les ruptures 
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observées dans plusieurs secteurs de la tradition mathématique 
arabe et qui se sont apparemment traduites par l'abandon, pro¬ 
gressif, non seulement de la combinatoire, mais également des 
techniques d'approximation, de la géométrie des coniques et de la 
théorie des nombres, pour ne citer que les matières dont l'ensei¬ 
gnement, au Maghreb, est attesté par plusieurs ouvrages^ et qui 
avaient, sur la combinatoire, l'avantage d’avoir longtemps bénéfi¬ 
cié, en Andalousie et au centre de l'empire, de solides traditions 
de recherche et d'enseignement. 

***** 
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ANALYSE ET COMMENTAIRES 


Préliminaires et conventions v . 

Le but de la section 11, du chapitre I du Fiqh al-ÿisâb,est 
de décrire les procédés qui permettent de dénombrer tous les mots 
possibles d'une langue. 

Al-Khalil Ibn Aftmad, dans son Kitab al- Ayn, n'a considéré que les 
mots de moins de cinq lettres, sans répétition de lettres. 

Cette section traite des mots avec répétition de lettres et du dé¬ 
nombrement des mots sextilitères [ et d'un nombre plus grand ou plus 
petit de lettres] avec ou sans répétitions, ainsi que du dénom¬ 
brement de tous les mots possibles d'une langue donnée. 

Les conventions adoptées dans cette section sont les suivantes : 

1. - Si n est le nombre de lettres d'un alphabet, on considère, 
ici, n=28. 

2. - Si k est le nombre de lettres d'un mot, compte tenu des af- 
fixes et des répétitions de lettres, on convient que : k £ 10. 

Exemple : ^LLLk^l Ç Aristâtâlls ] . 

3. - Le nombre de signes utilisés,pour vocaliser une lettre ou 
la rendre quiescente,est égal à 4 ; Trois voyelles et un sukun 
[que l'on notera respectivement : a, o, i, s]. 

4. - Une suite de signes ne commence jamais par un sukûn et deux 
sukuns ne se suivent jamais dans une suite de signes. 

On pourrait opposer à ces conventions les objections suivantes : 

1. - Les non-Arabes utilisent,dans leurs parlers, d'autres let¬ 
tres, comme celles qui se prononcent entre le kâf et le qâf ou 
entre le jïm et le shîn. 

2. - Tl y a des mots arabes de plus de dix lettres comme: 

[la Yastakhlifannahum] . 

(*)- Les nhrases entre crochets ont été ajoutéees par nous pour expliciter 

l'exposé de l’auteur. Le reste du texte suit fidèlement ses démarches et 
ses formulations en en modernisant l'expression. 
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3. - le nombre de voyelles est plus grand, si on tient compte 
par exemple, de l'inflexion vocalique dans la langue arabe, ou de 
voyelles d'autres langues. 

4. - D'autres langues permettent de commencer un mot par un su- 
kun. 

La réponse à ces objections est la suivante : Le but, en fait, est 
de décrire la méthode générale à l'aide de laquelle il est possi¬ 
ble de dénombrer les mots quel que soit le nombre de leurs let¬ 
tres. Les conventions posées,concernant le nombre de lettres de 
l'alphabet, la longueur maximale des mots et le nombre de signes, 
ne visent donc qu'à illustrer la méthode qui est valable pour tous 
les cas. 

Problème I : 

Etant donné 10 couleurs de soie, avec lesquelles on veut con¬ 
fectionner des houppes d'une, de deux, ect ..., jusqu'à 10 cou¬ 
leurs, déterminer le nombre de houppes de p couleurs, p fixé, et 
le nombre total de houppes d'une, de deux, ...» de 10 couleurs. 
Procédé : [ Tableau I]. 

1. - Calcul de c!Jq : 

On dispose les 10 couleurs sur une première ligne (en écrivant 1, 
dans chaque case de cette ligne qui correspond aux houppes d'une 
couleur), ainsi î 

1 1 1 ... 1 1 

D'où : . 

C 10 " 10 

2. - Calcul de : 

On l'obtient à partir de l'énumération suivante [ç^, c^, ..., 
étant les dix couleurs] : 

( c 2» c -|) 

(c^c-j) (c 3 ,c 2 ) 



20 


( C 4 ,C 1^ ( c 4tC 2 ) ( c 4» c 3^ 


' c io* c i ' ' c 10' c 2' : * * * u io ,c V 

Le procédé consiste donc à combiner la p ieme couleur avec les (p-l) 
couleurs qui la précèdent. D'où, sur la seconde ligne : 

1 2 3 4 ... -8 9 


Donc : g 

C 10 k 
1 

D'une manière générale, on a : 

n-1 

° n 2 -Ê* 

i 

3.- Calcul de C^q : 

On obtient les combinaisons selon le procédé suivant : On combine 
chaque couleur, à partir de la 3 , avec les couleurs qui précè¬ 
dent, prises 2 à 2, selon l'énumération suivante : 


( C 3 »(CgjC^)) 

(c^, (cgfC^) ) (c^,(c^>,c^)) (c^, 2 ^)^) 


( c 10 * (°2 * c 1 ^ • » ..^ C 10 * ^ C 9 ,C 8 ^ ^ 

Mais chaque couple de couleurs est un élément de la deuxième li¬ 
gne. D’où la troisième ligne que l'on obtient ainsi [en notant 

a. . l'élément de la i® me ligne et de la j eme colonne] : 

1 J 

- a^ est le nombre de combinaisons 3 à 3 de c i> c 2 » c 3 * D'où : 
a 33 = a 22 


1 
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- est le nombre de combinaisons 3 à 3 de c^, avec les cou¬ 
ples de (c^CgfC.^). D'où : 

a 34 = a 22 a 23 = ^ 

- D'une manière générale, a^^ est le nombre de combinaisons 
3'à 3 de c^, avec les couples de (c^Cg,^, ...» Cp_ 1 ). D'où : 

P-1 P-2 

a 3p = ^j a 2k k 

2 1 

D'où, finalement : 



4.- Calcul de : 

On l'obtient en combinant c^ avec (c^Cg,^)» puis c^ avec les 
triplets de (c^, ...» c^), puis c^ avec les triplets de (c^,..,c^) 
et ainsi de suite. On obtient donc les éléments de la 4 e ligne, 
à partir de ceux de la 3 , ainsi : 


a M A — a -j -2 = 1 

44 33 

a 45 = a 33 + a 34 = ^ 


a 46 = a 53 + a 34 + a 35 


= 10 


Et, 


d'une manière générale : 



[ D'où,finalement : 
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10 

C 10 = À à 4p ] 

4 

5.- Calcul de C® 0 , 5 é m ^ 10. 

La m^ rae ligne s'obtient, à partir de la (m-1)^® rae , selon le même 
procédé : 

P-1 

a mp =2] a m-1k (1) 

m-1 

(D'où : 

10 

0 "o a mp ’ 5 ‘ m - 10 -) 

m 

Propriétés du tableau : 

Le tableau I possède une symétrie qui fait apparaître des re¬ 
lations entre ses éléments, ainsi que certaines propriétés que 
l'auteur juge trop long à développer et qu'il laisse comme sujet 
de réflexion aux étudiants. 

Utilisation du tableau pour déterminer les : 

On suppose n quelconque et p ^ n. 

1.- Si n 4 10, on utilise le tableau I, selon deux méthodes 

• > . \ 

a) - a^ n étant l'élément de la p ieme ligne et de la n ieme 
colonne du tableau, on a : 

-i v 

p 

b) - La seconde est meilleure et plus simple [ car elle per¬ 
met une lecture directe des , dans le tableau]. En effet : 

^n ~ a p+1 n+1 


(3) 
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2.- Si n >10, on agrandit le tableau [en augmentant le nombre 
de colonnes], jusqu’à ce que le nombre de couleurs considérées 
soit égal à n, puis on procède comme dans le premier cas. 

Remarques : 

1. - Dans ce problème, les houppes jouent le rôle d'un modèle 
abstrait auquel sera ramené, pour les besoins du dénombrement, 
l'ensemble particulier des lettres d'un alphabet. L'avantage de ce 
modèle, comme on le verra encore mieux par la suite, est d'être 
tridimensionnel, ce qui exclut, de fait, toute considération d'or¬ 
dre ou de position dans la configuration.Quand on sait que ces pro¬ 
positions faisaient l'objet d'un enseignement oral, on peut penser 
que les préoccupations pédagogiques n'étaient pas tout à fait ab¬ 
sentes dans le choix de ce modèle. 

2. - Chaque cellule a ( n ^ 2) , du tableau, a deux significa¬ 
tions chez Ibn Mun c im : 

a) - a^ n représente d'abord l'ensemble des combinaisons p à p 
des n premières couleurs qui contiennent, toutes, la couleur-,c . 

b) - La couleur c n étant dans chaque combinaison précédente, a pn 
équivaut donc aux combinaisons des (n-l) premières couleurs, 

(p-l) à (p-l). D'où : 



C 


p-1 

n-1 


C'est vraisemblablement cette démarche,ou cette simple constata¬ 
tion, qui a permis à Ibn Mun c im de dégager la relation entre les 
a et les C^”} .Mais il ne le dit pas explicitement, réservant 
peut-être cela, comme c'était l'usage, aux commentaires oraux. 
Cette démarche n'est évidemment pas applicable aux éléments de la 


première ligne qui n'ont, aux yeux de l'auteur, qu'une seule si¬ 
gnification : a^ n est le nombre de houppes que l'on peut composer 
avec la n leme couleur. Il ne peut être associé à une combinaison 
de n objets 0 à 0 qui n'a pas de signification concrète et qui ne 
peut être que le résultat d'une convention semblable à celle qui 
est adoptée pour la puissance 0 dans la théorie des polynômes ou 
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dans les séries géométriques. C'est encore là, à notre avis, un 
exemple de difficulté qui ne pouvait être surmontée sans l'intro¬ 
duction d'un symbolisme adéquat. 

3.- L'auteur ayant établi explicitement la correspondance en¬ 
tre les CP et chaque élément du tableau (sauf ceux de la première 
ligne, bien sûr), le problème I s'avère être un procédé général 
pour déterminer, de proche en proche, tous les . Ce procédé re¬ 
pose sur la relation : 


n-1 



qui équivaut à celle-ci : 




+ 



(5) 


puisque, 


d'après (4), 



on a : 


n-2 



C 


p-1 

k 


Bien que l'auteur n'énonce pas la relation (5) (qui se lit aisé¬ 
ment sur le tableau,lorsqu'on a, au préalable, dégagé la relation 
(l), comme il le fait), c'est bien cette relation qu'il semble 
utiliser pour construire son tableau des C^ , pour 1 - n ^ 28 et 
1 4 p 4 10. (Voir tableau IV), 

4.- Il est intéressant de comparer la démarche d'Ibn Mun c im, 
dans la construction du triangle arithmétique, à celles de Cardan 
et de Tartaglia, au XVI e siècle, ou à celle de Mersenne, au XVII e 
siècle.: 

a)- Comme Ibn Mun c im, ces trois auteurs visaient, avec la cons¬ 
truction de leur tableau, la résolution de problèmes concrets : 
Dénombrement de tous les groupes de p hommes (1 4 p 4 io) pris 
parmi 10 chez Cardan 5 ^, détermination du nombre de combinaisons 
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des 6 faces de n dés (correspondant aux combinaisons avec répéti- 
tions des 6 faces n à n) chez Tartaglia , et enfin calcul du nom¬ 
bre de chants (ou de mots ou de jeux de cartes) de 12 notes (ou 
lettres ou cartes) prises parmi 36 notes (ou lettres ou cartes), 
chez Mersenne^ . Leurs démarches aboutissent aux trois configura¬ 
tions suivantes : 


1 

1111 

1 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

3 4 5 

1 2 

3 

4 

5 

2 

3 

4 

5 

6 

3 

6 10 

1 3 

•6 

10 

15 

3 

6 

10 

15 

21 

4 

10 

1 4 

10 

20 

35 

4 

10 

20 

35 

56 

5 


1 5 

15 

35 

70 

5 

15 

35 

70 

126 


(Cardan) 

(Tartaglia) 


(Mersenne 

) 


b)- Ces trois auteurs ne justifient pas les procédés qui per¬ 
mettent de déterminer chaque élément du tableau et ne donnent pas 
la signification de chacun de ces éléments ainsi que les relations 
internes du tableau. 

5.- On ne peut que regretter le silence d'Ibn Mun c im au su¬ 
jet des propriétés "extraordinaires" qu'il a pu lire dans le tri¬ 
angle arithmétique et surtout de leur interprétation en termes de 
règles combinatoires. On est donc réduit à des conjectures et à 
des conclusions prudentes découlant de sa manière d'utiliser le 
tableau : 

On peut ainsi penser que les relations ( 4 ) et ( 5 ) (que nous avons 
écrites en langage combinatoire) ont été, non seulement dégagées, 
mais également utilisées pour construire le tableau IV des . 

Le reste des formules peut être divisé en deux catégories. Les 
unes peuvent être déduites de la "géométrie" du tableau des nom¬ 
bres, après que l'on ait observé les symétries ou les rotations 
nécessaires qui permettent de faire correspondre soit des couples 
de nombres, soit des couples de lignes ou de colonnes. Parmi cel¬ 
les-ci, on peut citer : 
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C£~ P (6) 

n 

^ î j - P ; k-j = n-p-1 (7) 

k, j 

Quant aux formules de la seconde catégorie, elles ne sont pas di¬ 
rectement "lisibles" dans le tableau, mais nécessitent une étude 
comparative, selon le point de vue des suites numériques, des élé¬ 
ments des lignes ou des colonnes. Parmi elles, on peut citer : 


cP 

: cj- 1 

n-p+1 

(8) 

n 

n 

P 

°n P 

* c p 

* U n-1 

n 

n-p 

(9) 

C p 

* u n-1 

n 

(10) 

n 

P 


6 .- C’est selon une démarche absolument identique à celle 
d’Ibn Mun im, mais illustrée par un exemple, que Pascal dégagera 
les CP , à partir des éléments du triangle arithmétique. Dans son 
chapitre intitulé "usage du triangle arithmétique pour les combi¬ 
naisons", il énonce la proposition III ainsi : "Etant proposés 
deux nombres, trouver combien de fois l'un se combine dans l'au¬ 
tre par le triangle arithmétique. Soit les nombres proposés 4, 6; 
il faut trouver combien 4 se combine dans 6. 

Premier moyen : Soit prise la somme des cellules du 4 rang du 6 
triangle : Elle satisfera à la question. 

Second moyen : Soit prise la 5 e cellule de la I e base, parceque 

ces nombres excèdent de l'unité les données 4, 6, son nombre est 

40 

celui qu'on demande" 

Problème II : 

Déterminer le nombre de permutations des lettres d'un mot dans 
lequel ne se répète aucune lettre. 


P _ 

P = 
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On note n le nombre de lettres et P^ le nombre de permutations. 
Procédé : 


1.- Si n = 2 .> P^ = 2, 

car on a deux configurations : 

(a,b) et (b,a) 


2.- Si n = 3 —» P n = 6, 

car chaque configuration précédente fournit, selon l'énumération 
suivante, trois nouvelles configurations : 


3.- Si n 


(a,b) -» (c,a,b),(a,c,b),(a,b,c) 


4 =*> 

(a,b,c) 





24. En effet : 

(d,a,b,c),(a,d,b,c) 

(a,b,d,c),(a,b,c,d) 


4.- Si n 


n 


(a,b,c,d) 


= 5.24 - 120. En effet : 




(e,a,b,c,d),(a,e,b,c,d) 
(a,b,e,c r d) 

(a,b,c,e,d),(a,b,c,d,e) 


Il en est de même pour n > 5. On en déduit donc : 

Règle générale : 

Si n est le nombre de lettres, supposées toutes distinctes, 
d'un mot donné, on a : 

P n - 1.2.3.n (11) 

Remarques : 

1.- La preuve que donnera plus tard Ibn al-Bannâ' est iden- 

41 

tique à celle-ci# mais exprimée seulement pour n = 4 

- Ibn Haydur, dans Tuhfat at-Tullâb explicite le raison¬ 
nement d'Ibn al-Bannâ', en écrivant les différentes configura- 

42 

tions pour n = 2 et n = 3 

- Quant à Ibn Khaldun, il donne dans sa Muqaddima P 2 et P^ 
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en les associant aux permutations de 2 et 3 lettres qui intervien¬ 
nent dans le calcul de et . ^3 

2. - Si on compare la preuve enseignée par Ibn Mun c im et ses 
successeurs, à celles données par Mersenne et Frénicle, on cons¬ 
tate que : 

a) - Il n’y a pas trace, chez Mersenne,d’une quelconque justifi¬ 
cation de la formule. Il se contente de la vérifier sur les cas 
qu'il étudie, en la considérant comme évidente. 

b) - La preuve de Frénicle pour cette formule, qu'il appelle la 
"combinaison d'ordrel", est légèrement différente au niveau de la 
formulation. Elle correspond à l'énumération des permutations com¬ 
mençant toutes par a, puis de celles commençant toutes par b, ain¬ 
si de suite. 

3. - Si à aucun, moment le résultat n'est exprimé sous forme 
récurrente : 


il semble que ce soit cette relation qui est utilisée par Ibn Mun- 
c im, pour dresser rapidement le tableau V. 

4 .- Il n'y a, ni chez Mersenne ni chez Frénicle, un véritable 
raisonnement par récurrence. La preuve est fondamentalement iden¬ 
tique chez Prénicle et chez Ibn Mun c im. 

Problème III : 

Déterminer le nombre de permutations, avec répétitions, d'un 
mot de n lettres. 


Procédé : 

mmmm 

1 .- Si une lettre est répétée k fois et si on note P n le nom¬ 
bre cherché, alors : 



( 12 ) 


Preuve : 

En effet, chaque permutation correspond à une configuration des 
k lettres identiques qui fourniraient à leur tour, si elles étai- 
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ent toutes distinctes, P v permutations. 


2.- Si p lettres [1 < p < n] 
ment , kg, ...» k p fois [k 1 + 



puis le produit : 



sont répétées, chacune respective- 
••. + k p = n], on calcule : 



D'où le résultat : 


P k 1 



(13) 


Preuve : 

Elle est identique à celle du cas précédent où une seule let¬ 
tre était répétée. 

Remarques : 

1. - Mersenne donne (12) sous une forme générale et ( 13 ) sous 

une forme particulière ; mais, dans les deux cas, il ne donne pas 

. 44 

de preuve . 

2. - Frénicle appelle "cornhinaisons d'ordre II" les permuta¬ 
tions avec répétitions. Il énonce (12) et (13) sous une forme gé¬ 
nérale, mais ne donne aucune preuve pour ces deux relations^. 

3. - Dans son Çawî al-Lubâb, Ibn al-Majdi traite deux cas 
particuliers de permutations avec répétitions d'une seule lettre, 
pour n quelconque qu'il démontre pour n = 4 , en énumérant tous 
les cas^ (Cf. Annexe II, p. 109). 
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Problème IV : 

Déterminer le nombre de prononciations d'un mot donné, compte 
tenu des signes qui se succèdent sur les lettres de ce mot, sa¬ 
chant qu'on ne dispose que de trois voyelles et d'un sukün, que le 
sukùn n'est jamais au début d'un mot et que deux sukuns ne se sui¬ 
vent jamais. 

Procédé : 

Si on note le nombre de prononciations selon les signes, on 

a : 

1.- Mots d'une seule lettre : 


correspondant aux 3 voyelles. 

2.- Mots bilitères : 


S 2 = 12 

car, à la première lettre correspondent 3 voyelles et, à la secon¬ 
de, 3 voyelles et un sukun. 

3.- Mots trilitères : 


S 


3 


= 4.S 


2 


- 3 


= 4.12 - 3 = 45 


car, à la 3 e lettre correspondent les quatre signes, et il faut 
retrancher les 3 cas impossibles correspondant à la succession de 
deux sukuns [sur la 2 et sur la 3 lettre] et équivalant à qui 

est le nombre d'écritures de la première lettre. 

4.- Mots quadrilitères : 

S 4 = 4.S 3 - 3S 1 


180 - 9 = 171 
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car, à chaque voyelle, sont associées trois successions de deux 
suküns, respectivement sur la 3 e lettre et sur la 4 e . 

5. - Mots quintilitères : 

S 5 = 4.S 4 - 3.S 2 
= 684 - 36 = 648 

car, le nombre de successions de deux sukuns, respectivement sur 
la 4 lettre et sur la 5 , correspond au produit du nombre de voy 
elles se succédant sur la 3 e lettre [c'est à dire 3], par S 2 . 

6. — Mots sextilitères : 


S 6 


4.S 


5 


3.S 


3 


Règle générale : 

1.- Première méthode : 

Si le nombre de lettres du mot est n, on a : 
a)- Si n 4 3 : 


b)- Si n ^ 4 : 


2.- Deuxième méthode : 

s„ - 5-V, + 5 - S „-2 ! C ” ^ 5) - < 15 > 

Tableau des valeurs des S^. 

Pour ne pas avoir à refaire les calculs, on a donné, dans le tab- 


3 

12 

4.S 2 - 3 


♦• s n-1 " 5 * S n-3 


(14) 
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leau II, les valeurs de S n , pour 1 4 n A 10. 

Remarques : 

O 

1. - Le dénombrement qu'effectue Ibn Mun im correspond aux ar¬ 
rangements de n signes, p à p, p ^ 1, avec répétitions et avec 
contrainte. Mais cet aspect général du problème n'est pas dégagé 
par l'auteur. Quant à sa démarche pour aboutir à la première rela¬ 
tion, elle utilise la méthode d'induction : Elle repose sur le dé¬ 
nombrement explicite, à chaque étape n, d'abord de toutes les con¬ 
figurations possibles, puis des configurations incompatibles avec 
la contrainte imposée : Deux suküns ne se suivent jamais. En effet 
le nombre de configurations possibles est égal à 4.S ;n _.| » car il 

y a 4 signes pouvant être associés à chacune des configurations de 
Le nombre de configurations incompatibles est 3.S rj _^ qui 
correspond à toutes les configurations de S n _^ qui se terminent 
par un sukün, lesquelles correspondent,à leur tour, à toutes les 
configurations de S n _ 2 se terminant par une voyelle. 

2. - L'auteur ne donne pas de preuve de la relation (15). Mais 
on peut la déduire de la relation” (14), de la manière suivante : 


S 1 = 3 ; S 2 = 12 ; S 3 = 45 = 3.12 + 3.5 

= 3.S 2 + 3.S 1 


Supposons (15) vraie à l'ordre (n-1) : 


s n-1 * 3 - S „-2 + 3 - S n-3 


Alors, d'après (14)> on a : 


s„ « 3-V-l + S n -1 - 3S n-3 


* 3 * S n-1 + 3S n-2 


d'après (15), à l'ordre (n-l). 
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Il est toutefois évident, compte tenu de l’absence d'un symbolisme 
adéquat et de la faiblesse de l'induction utilisée à l'époque 
d'Ibn Mun c im, que ce dernier ne pouvait pas établir la relation 
(15) de cette manière. 

La démarche suivante, reposant sur la seule énumération des cas 
compatibles avec la contrainte est, à notre avis, celle qui a pu 
aboutir, par induction, à la relation (15) : 

S n _ 1 étant connu, on dénombre tout d'abord toutes les configura¬ 
tions de S n qui se terminent par une voyelle. On obtient 3.3^ 1 , 
car il y a 3 voyelles. Puis on détermine, toujours à partir de 
^n-1 * ^ es con fig ura tions qui se terminent par un sukün. On ob¬ 
tient 3.S n _2 qui correspond à toutes les configurations de S ^ se 
terminant par une voyelle, car on associe un sukün à toutes les 
configurations de S n _.j se terminant par une voyelle. 

3. - Mersenne abordera deux problèmes,analogues au niveau des 
principes qui les sous-tendent, mais différents dans la farme et 
dans le niveau de complexité : 

a) - Détermination du "nombre des chants que l'on peut faire de 

tel nombre de notes que l'on voudra, en variant le temps ou les 

mesures d'une ou de plusieurs ou de toutes les notes". C'est ainsi 

que, se donnant 4 notes distinctes : UT, RE, MI, FA, et 4 mesures 

différentes : Ronde, blanche, noire, croche, il calcule le nombre 

de manières de faire varier les temps des 4 notes données. 

Dans un second calcul, il tient compte des permutations des quatre 
47 

chants . 

b) - Dans le même ouvrage, il dénombre les dictions des 22 let¬ 
tres de l'alphabet français, en considérant "toutes les manières 
possibles" et en tenant compte des contraintes de la prononcia¬ 
tion. Mais, cette analogie mise à part, ce problème est différent 
de celui exposé par Ibn Mun c im^. 

4. - Frenicle traite des combinaisons d'objets tirés d'ensem¬ 
bles différents en les appelant "combinaisons multiples ", Il donne 
l'exemple de 6 soldats pouvant utiliser 6 armes distinctes, celui 
de 6 soldats pouvant utiliser 7 armes différentes et 8 livrées 
différentes et celui de la répartition de 3 commandants parmi 6 
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dans 3 garnisons parmi 6. 

Problème V : 

Déterminer le nombre de mots formés de p lettres distinctes 
[3 4 p 4 10] de l'alphabet arabe. 

Procédé : 

On note A^ , le nombre de mots de p lettres, compte tenu des 
signes : 

1. - Calcul de A^ [ n = 28 ] : 

•3 

On détermine d'abord , en identifiant les lettres de l'alphabet 
à autant de couleurs de soie et en calculant le nombre de combi¬ 
naisons de ces n couleurs, 3 à 3. Puis, on détermine P^ ainsi : 


Puis 


on 


calcule 



= 1.2.3 

D'où le résultat cherché : 


Ir 

2.- Calcul de A , pour k * 3 : 

On procède de la même manière [et l'on obtient : 



W C n 


( 16 ) 


D'où le nombre cherché qui s'obtient en faisant la somme : 

10 

S. „ S, .P, .C* (17) 

10 Z-j k k 28 v ' 

3 

Remarques : 

La règle : = P k .C^ ,donnant le nombre d'arrangements de n 

lettres k à k, est implicite dans la relation (16). A son tour, 
Ibn al-Bannâ' ne la formulera pas 50 ; mais, il l'utilisera pour 



35 


exprimer directement, en fonction de k et de n : 


A^=n(n-l) ... (n-k+l) 


grâce aux formules donnant respectivement 


P k = k! 


c k = 1 

n 



et C* : 
(n-k+1 ) 


k! 


Problème VI : 


Etant donné des filaments de soie de n couleurs, on voudrait 
déterminer le nombre de houppes qu'il est possible de composer 
avec p filaments de k couleurs, de telle sorte que p^, pg,..., p^ 
filaments soient respectivement de même couleur. 

[on a alors nécessairement : k ^ p et p^+Pg+ ••• +PJJ. = P] • 

1.- Premier cas : k = 2. 


Si on prend : 


n = 10 ; p = 3 


k = 2 


P- 


Po — 2, 


on a [en notant C 


1,1 


n 


le nombre cherché ] : 


P 1 » 1 _ p 

e n - ^* n 


En effet, on procède comme s'il n'y avait pas de filaments. On est 
donc ramené, ici, à combiner n couleurs 2 à 2. Puis, on multiplie 
par 2, car les deux filaments de même couleur peuvent être soit de 
la première couleur, soit de la seconde. 

2.- Deuxième cas : k > 2. 

Quel que soit le nombre n de couleurs, le nombre de houppes obte¬ 
nues à partir d'une houppe donnée de k couleurs k 4 n est égal 
au nombre de permutations des lettres d'un mot de k lettres et 
dont le nombre de répétitions de chacune de ces lettres est égal 
au nombre des couleurs ayant le même nombre de filaments. 
[Autrement dit, pour n, k, p quelconques (k 4 p 4n)-,on aura : 
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k 

e 

n 


1 * 




avec : k. = card( p. = i ; 

J 

Par exemple, si on a : 

P = 8 ; k 


^ k ) et k^+ ... +k m = k] 

5 ; P 1 =P 2 =1 î P 5 =P4 = P 5 =2, (18) 


cette répartition des couleurs correspond à la configuration de 
lettres suivantes : 

g , g , k , k , k (19) 

Le nombre de houppes de 8 filaments de 5 couleurs vérifiant (18) 
est donc égal au nombre de permutations avec répétitions des cinq 
lettres de la combinaison (19), c'est à dire 10 ; car, d'après 
le problème III [ on a : 


p2,3 = 5! 

5 2 ! 3 ! 


10 ] 


Preuve : 

A chaque configuration de lettres correspond une combinaison des 
filaments de couleur et inversement, car à la configuration sui¬ 
vante : 

k , g , g , k , k 

où la première devient troisième, correspond la houppe composée 
d'un filament de la troisième couleur [et donc de deux filaments 
de la première couleur, le reste des filaments étant inchangé]. 
Pour les autres configurations, la démarche est identique. 

[ Définition ]: 

Par convention, on appellera combinaison un ensemble de let¬ 


tres 
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Problème VII : 

Etant donné un mot de 9 lettres correspondant à la combinaison 
suivante : 

a , b , c ,c 9 d 9 d 9 69696 

quel est le nombre de combinaisons,ayant le même nombre de répéti¬ 
tions, qu'il est possible de composer avec ces cinq lettres dis¬ 
tinctes ? 

Procédé : 

On écrit la combinaison en colonnes,de cette façon : 

a b c d e 

c d e 

e 

et on lui associe la combinaison suivante : 

x x y y z 

Le nombre de répétitions de chaque lettre étant égal au nombre de 
colonnes de même longueur. 

Le nombre cherché est alors égal au nombre de permutations, avec 
répétitions, de la combinaison précédente, c'est à dire 30 [ cor¬ 
respondant à : 


p2 »2 _ 

r 5 " 2 ! 2 ! 


Remarques : 

1. - Le modèle, représenté dans le problème VI par les houp¬ 
pes constituées de filaments colorés, a l'avantage, par sa nature 
tridimensionnelle, de ne pas introduire les positions des objets 
les uns par rapport aux autres. Il concrétise parfaitement les 
combinaisons avec répétitions. Malheureusement, l'auteur ne donne 
aucun argument pour justifier le choix de ce modèle. 

2. - Pour faire le dénombrement du problème VI, on utilise la 
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règle du problème III sur les permutations avec répétitions des 
lettres d'un alphabet. Les éléments d'un alphabet apparaissent 
donc, à leur tour, comme des objets abstraits qui symbolisent,ici, 
une certaine répartition des couleurs d'une houppe donnée. La bi- 
jection qui permet cela est explicitement dégagée par l'auteur. 

3.- Dans le problème VII, c'est une bijection plus élaborée 
(entre des colonnes de longueurs différentes et un ensemble de 
lettres qui permet d'effectuer le dénombrement). 

Problème VIII : 

Enumérer les différentes manières de répéter k .lettres (l^k^lO) 
dans un mot de dix lettres. 

Procédé : 

Comme il s'agit de combinaisons, on peut supposer, sans rien 
diminuer à la généralité de la démarche, que les lettres non répé¬ 
tées de chaque combinaison sont à gauche et celles qui sont répé¬ 
tées, à droite.[Si on note : (a^ag, ... ,a 10 ), une combinaison,] 
on aura les cas suivants : 

1.- Neuf lettres distinctes : 


a 10 “ a i ; 

2.- Huit distinctes : 


(l*i*9) 


3 . 


a) 

a 9 ~ 

a 10 “ a i 

b) 

a n = 

a. i 

9 

î 


a 1(T 

a . 

3 


Sept distinctes : 


a) 

a 8 “ a 9 ~ a 10 

b) 

a 8 = a 9 = a i j 


a 1Q = a.. j 


(1-i-8) 

(i^j ; 1-i,j^8) 

a. (1*167) 


(i*d ; i—it d—7) 
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a 10~ a k 


(i^j^k ; 1 — i * J ,k--7 ) 


4 . - Six distinctes : 
a) a 7 = a 


a7 - a g - a g a i 0 ” a j_ 


(1^1*6) 


a 9 ~ a 10 


a 8 ~ a i 
a 1Q = a j 


3-1-7 *— 3 -—s “ 3 • 

7 8 î 


a 10~ a k 


(;'1éi,3é'6) 


(i^j^k ; 1 —i, J,k^6 ) 


a 9 “ k 
5 .- Cinq distinctes ; 

a) S-r — 3.<n 


a.? - a i j a g - a.. 
a 9 = a k ; a 10 = a l 


(i*j*k*l ; l!=i, j ,k,1^6) 


a 6 


3 rj ~ 

• • • 

- a 10 - 

a 6 

= 

a i 




3 ryr 

= 

a 8 = 

a o ” 

a 10 

= a D 

a 6 

= 

a 7 = 

a i 



3 0 

O 

“ 

a g = 

a 10 

a 3 


a 6 

= 

a i 




a 7 

= 

a 8 = 

a ô 



a 9 

= 

a 10 = 

a k 



a 6 


a 7 = 

a 8 = 

a i 



(1éié5) 


(i*j ; 1-i* j-5) 


(i* j^k; léi, j ,ké5) 
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d) 


e) 


a 6 = 
a 8 = 
a g = 
a 10 = 


a- 


= a. 



(i*3*k?tl; l^i, j ,k, 1^5) 



(i#3*k*l*m; 1éi,j,k,l,m*=5) 


6.- Quatre distinctes : 


a) 


a 5 = a 6 


a 10 " a i 


( 1 * 1 * 4 ) 


b) 


c) 



(i*3 î 1-i» 3-4) 



; 1 — i» j » k— 4 ) 
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a 5 = 

a. 

1 




a 6 = 


; a 7 - a k 

(iîfejîfck^lî 1 *=i , j , k, 144 ) 


a 8 = 

a 9 

= a 10 = a l 


- Trois distinctes : 



a) 

a 5 " 

• * * 

= a 1Q = a. 

(14143) 

b) 

a. = 

a. 




4 

î 




a 5 = 

• • • 

= a io = a j 



a 4 = 

a 5 

= a. 

1 

(i*3 ; 1-i»3-3) 


a 6 = 

• • • 

= a 10= a j 



a 4 = 

a 5 

= a 6 = a i 



a 7 = 

* # • 

= a 1Q = a^ 


c) 

a 4 = 

a i 

; a 5 = a D 



a 6 = 

• • • 

= a 1Q = a k 



a 4 = 

a i 

; a 5 = a 6 = 

a 3 


Sirj = 

• • • 

= a 1Q = a k 



a 4 = 

a i 


( i*3*k ; 1 -i » ,1 *k^3 ) 


a 5 = 

a 6 

= a 7 = a j 



a 8 _ 

a 9 

= a 10 = a k 



a 4 = 

a 5 

= a i 



a 6 = 

Sirj 

a ,i 



a 8 = 

a Q 

J 

= a k 


- Deux 

distinctes 

« 

• 



a) 

a 3 = 

• # m m 

= a 10 = a i 

(14142) 
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a 3 

— 

a i 


a 4 

= 

• • • 

a 10 a j 

ci'z 

J 

= 

a 4 

= a. 

î 

a 5 


• • • 

= a 10 = a^ 

et-? 

9 

» 

a 4 

= a 5 = a i 

a 6 


• • • 

= a 1Q = a^ 

a,, 

3 


• • ♦ 

= a 6 = a i 

a 7 

= 

» « • 

= a 10 = a^ 


9.- Une distincte : 

a 1 = a 2 = '* * = a 10 


(i*j ; l-i,j-2) 


Problème IX : 

Etant donné une combinaison de 10 lettres, avec répétitions, 
correspondant à l’une des configurations énumérée dans le problème 
VIII, déterminer le nombre de combinaisons issues d'une même con¬ 
figuration dont p lettres sont distinctes et les 10-p restantes 
répétant k de ces p lettres. 

Procédé : 

V 

[On note R le nombre de ces combinaisons]. 

P 

1. - Neuf lettres distinctes : 

1 9 ' 

k 9 * 9 C- ef 

2. - Huit distinctes : 

R 8 = 8 [= 7Î ] ’ R 8 = 28 6 ! 2 ! ] 

car, étant donné une houppe de 10 filaments de soie de 8 couleurs 
dont 6 sont chacun d'une couleur différente et 4, deux à deux,de 
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même couleur, cela revient à déterminer le nombre de houppes is¬ 
sues de celles-ci et ayant la même composition en filaments et en 
couleurs. D'où le résultat d'après le problème VI . 

5.- D'une manière générale : 

Si p lettres sont distinctes [1 - p - 7], on les identifie à p 
couleurs distinctes, on identifie les lettres répétées à des fila¬ 
ments de même couleur et l'on se ramène au problème VI. 

Remarques : 

1. - Les énumérations qui permettent de répondre aux problè¬ 
mes VIII et IX se ramènent au dénombrement de toutes les parti¬ 
tions possibles d'un nombre n en sommes de k autres nombres, avec 
1 £ k ^ n : 

a) - Dans le problème VIII, n est le nombre de lettres répétant 

les lettres distinctes; m étant le nombre de lettres de la combi¬ 

naison donnée, on fait varier n de 1 à m et, pour chaque valeur 
de n, on énumère toutes les partitions possibles de longueur k, 
avec : 1 £ k £ inf(n, m-n). 

b) - Dans le tableau associé au problème IX (tableau XI), n 

étant le nombre total de répétitions des lettres, on fixe d'abord 
k (avec : 1 *= k £ 5) et on énumère toutes les partitions possibles 

de longueur k, pour les nombres n (avec : 2 ^ n ^ m). 

Ces deux procédés restent solidaires des problèmes particuliers 
traités et n'aboutissent pas à une règle générale concernant les 
partitions d'un nombre en sommes de k nombres. 

2. - Si elle permet de répondre au problème particulier posé 
par les lexicographes et qui ne concerne qu'une petite valeur de 
n (n = 10), cette méthode qui associe une longue énumération à la 
confection d'un tableau, s'avère être fastidieuse déjà pour n=10. 
On peut donc penser que, comme le fera Ibn al-Bannâ' pour le cal¬ 
cul des Cj sans tableau, des mathématiciens arabes ont tenté de 
substituer à ce procédé basé sur une indispensable énumération, 
une règle de calcul directe ne tenant pas compte des différents 
types de répétitions, comme tentera de le faire, au XVII e siècle, 
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Mersenne dans ses "Reflexions physico-mathematiques" et dans sa 

S1 

suite manuscrite aux "Questiones in Genesim" . 

Malheureusement, nous n'avons encore trouvé aucun élément qui nous 
permette de dire que des tentatives ont été faites pour dégager 
la relation : 


p = C 
n n + p- 


Le seul auteur que nous connaissons et qui a abordé, indirectement 
d'ailleurs, des combinaisons avec répétitions, est Ibn al-Majdi 
dans son Çawï al-Lubâb où il traite deux cas d'arrangements avec 
répétitions : Le cas général du dénombrement des arrangements de 
n lettres p à p,compte tenu de toutes les répétitions possibles : 



n 


P 


et le cas particulier que nous avons déjà évoqué des arrangements 
de 4 lettres 4 à 4, avec répétition d'une seule lettre 3 ou 4 
fois . 

Problème X : 

Déterminer le nombre de mots de une à dix lettres qu’il est 
possible de composer avec les lettres de l'alphabet arabe, compte 
tenu de toutes les répétitions possibles des lettres dans un mot 
et compte tenu des signes qui peuvent se succéder sur ces lettres. 

1 . - Dénombrement des mots sans répétition de lettres : 

On procède comme cela a déjà été montré [dans le problème V et on 
obtient : 

10 

* -Ê W28 3 

1 

2. - Dénombrement des mots avec répétitions des lettres : 

On considère d'abord les mots de dix lettres, puis ceux de neuf 
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lettres et ainsi de suite jusqu’à ceux de deux lettres. 

Premier cas : Mots de dix lettres. 

1.- Mots de dix lettres dont neuf sont distinctes : 

a) On calcule le nombre de houppes de 9 couleurs distinctes, 
correspondant aux 9 lettres distinctes du mot, qu’il est possible 
de composer à partir de 28 couleurs de soie données. On obtient 
un nombre N^.[ Dans cet exemple, on a, d'après le problème I : 

N 1 = c| g = 6906900 ] 

b) - Puis, étant donné une combinaison de 10 lettres dans la¬ 
quelle l’une d'elle, a^, se répète une fois, déterminer le nombre 
de combinaisons de 10 lettres, issues de la première et où une 
seule répète l'une des autres a. [j * i ; 1 - j - 9]. On obtient: 

J 

N ? = 9 [ = -21-] 

8 ! 1 ! 


comme on l'a déjà montrée dans le problème VII .] 

c) - Puis, on calcule le nombre de permutations des lettres d'un 
mot de 10 lettres dont 9 sont distinctes. On obtient : 

N 3 [ - P^ 0 = =1814400 

d'après le problème III. ] 

d) - Puis, on calcule le nombre de prononciations d'un mot de 
10 lettres, compte tenu des signes -trois voyelles et un sukün- . 
On obtient [d'après le problème IV : 

N 4 = S 1Q = 507627 ] 

Finalement, le nombre de mots de 10 lettres dont 9 sont distinctes 
est égal à : 


N = N r N 2 .N 5 .N 4 
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2.- Mots de dix lettres dont huit sont distinctes : 

- Si les deux lettres restantes répètent l'une des huit distin¬ 
ctes, on procède exactement comme dans le cas précédent. 

- Si elles répètent deux des huit distinctes, on procède ainsi: 

a)- On calcule : 


en se ramenant à la composition de houppes de huit couleurs, à 
partir de 28 couleurs données. 

b) - On calcule : 

N 9 = 28 C = ] 

* 6 ! 2 ! 

c) - Puis, on calcule le nombre de permutations des lettres 
d'un mot de 10 lettres dont deux sont répétées chacune une fois : 


N 


3 



10! 

2 ! 2 ! 


] 


d)- On considère également : = S^ , que l'on aura calculé 

précédemment, une fois pour toute.Le résultat final est alors 
égal à : 


N = N r N 2 .N 5 .N 4 
3.- Cas général : 

Pour les répétitions d'un nombre plus grand de lettres, on procé¬ 
dera de la même manière. 

Deuxième cas : Mots de k lettres, 2 £ k ^ 9. 

Le procédé est identique à celui du premier cas. 

Finalement, on aboutira au nombre cherché en ajoutant les résul¬ 
tats trouvés dans les deux cas. 
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ILLUSTRATION DES PROCEDES GENERAUX î 


1. - Utilisation du tableau IV : 

Le nombre [ ] de mots de p lettres distinctes d'un alphabet de 

n lettres, se lit à l'intersection de la p ieme colonne et de la 
^ième di a g 0na i e . 

2. - Utilisation du tableau X : 


Le nombre de combinaisons issues d'un mot de p lettres [ 2^p^10] 
et ayant les mêmes types de répétitions que ce mot, se trouve à 
l'intersection de la colonne du mot et de la ligne correspondant 
au type de répétitions. 

3.- Exemple : 

Déterminer le nombre de mots de p lettres [ 1 —p—10] qu'il est 
possible de composer à l'aide d'un alphabet de 28 lettres. 

(l)- Mots de 10 lettres toutes distinctes : 


Le tableau IV fournit : 



[= 13123110 ] 


Le tableau V fournit : 

P 10 = 10! = 3628800 


Le tableau II fournit : 

S 1Q = 507627 


D'où finalement le nombre de mots de 10 lettres, toutes différen¬ 
tes : 


*10 

28 


’lO* 



10 

28 


(2) - Mots de molnjLli l.Q_leAtrj.tout.e a„dia.1;.lhct98, i 

On calculera, de la même manière, , pour t 1 à p <■ 9. 

(3) - Mots de p lettres, avec répétition de k lettres î 
Ici t 1 * p 6 10 et 2 é k 6 10. 
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On procédera comme sur l'exemple suivant : Considérons un mot de 
9 lettres de cette forme : 

(a,b,c,c,d,d,e,e,e) (1) 

Il est constitué de 5 lettres distinctes. 

(a) - On commence par déterminer le nombre de combinaisons des 
28 lettres de l’alphabet, 5 à 5.[ Le tableau IV fournit] : 

N 1 = C^ 8 = 98280 

(b) - Puis on détermine,[ à l'aide du tableau VIII ,] le nombre de 
permutations avec répétitions de la combinaison (l) : 

N 2 -C P ^> 1*2,2>3 = ] 19120 

(c) - Puis on détermine, à l'aide du tableau X, le nombre de pro¬ 
nonciations de ce mot de 9 lettres. On aura : 

N 3 = S g = 133893 

(d) - Puis on détermine, à l'aide du tableau XI, les combinaisons 
de même type issues de la combinaison (1). On aura : 

N 4 = [P 2 * 2 = ] 30 

Le nombre cherché est alors égal à : 

N r N 2 .N 3 .N 4 = 5968924232544000 

C Cas particuliers ] : 

(1) - Si l'on demandait de déterminer le nombre de mots issus 
de la combinaison (l) et dans lesquels chacune des cinq lettres 
distinctes a le même nombre de répétitions que dans (l), le résul¬ 
tat serait seulement de : 

N 0 .N, = 15120 . 133S93C= 2024462160] 

2 5 

(2) - Mais si les lettres qui se répètent n'étaient pas pré¬ 
cisées, le résultat serait alors : 


N 2 .N 3 .N 4 = 60733864800 
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LA ONZIEME SECTION DU PREMIER CHAPITRE 
[DU FIQH AL-HISÀB] 

sur le dénombrement des mots 
qui sont tels que l’être humain ne peut s’exprimer 
que par l’un d’eux 


[ INTRODUCTION ]: 

Nous avons voulu décrire la manière de procéder pour dénombrer 
les mots qui sont tels que l'être humain ne peut prononcer que 
l'un d'entre eux. 

Al-Khalïl -que Dieu lui soit miséricordieux- a indiqué seulement 
le nombre de configurations du mot dans lequel ne se répètent pas 
de lettres. Quant aux mots dont les lettres se répètent, ainsi 
que le nombre de mots quintilitères ou sextilitères composés de 
lettres de l'alphabet et dont les lettres sont toutes distinctes 
ou dont une d'entre elles, ou deux, ou l'ensemble, sont répétées, 
ainsi que le dénombrement de tout cela, c'est cette section qui 
en renferme [l'étude]. 

Nous convenons, dans notre exemple-ci, que le nombre de let¬ 
tres de l'alphabet est vingt huit, que le mot le plus long, com¬ 
pte tenu des affixes et des répétitions, est de dix lettres,com¬ 
me par exemple : _M. h _ , v i , que se succèdent sur une seule lettre 

trois voyelles et un sukün, que l'on ne commence pas par un sukûn 
et que ne se suivent pas deux sukûns. 

Si quelqu'un faisait une objection en disant qu'il arrive que,sur 

une lettre se succèdent plus de trois voyelles, comme dans le cas 

52 

de l'inflexion vocalique et dans d'autres , que certains non- 

— crz 

arabes commencent par le sukun^ , mais que nous avons ignoré cela 
à cause de l'impuissance de notre langue à le prononcer, que les 
non-arabes parlent avec d’autres lettres, même si elles ne sont 
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pas dans le parler des arabes, comme le kaf qui est semblable au 

- - _ 54 

qaf, le jim qui est semblable au shm ainsi que d'autres et 
qu'il arrive que le [nombre] de lettres d'un mot soit plus grand 
que dix, comme quand lieu dit : f—55 ^ q a lettre appuyée 
équivalant à deux lettres. 

Je lui réponds alors en disant : Notre but, en fait, est la des¬ 
cription d'une méthode à l'aide de laquelle il est possible de 
dénombrer les mots et la description sera identique,même si le 
nombre des lettres et des voyelles s'accroît, atteignant n'impor¬ 
te quelle valeur.Si nous avons supposé que les lettres sont au 
nombre de vingt huit, que le mot le plus long est constitué de 
dix lettres et que ne se suivent pas,sur une même lettre, plus de 
trois voyelles et un sukün, c'est pour illustrer le procédé dans 
la méthode que nous nous sommes proposée. Le procédé étant acquis, 
tu suivras [la même démarche], que le nombre de lettres et de 
voyelles soit plus petit ou plus grand. 

Et que Dieu nous inspire le vrai, il n'y a pas d'autre Maître que 
lui. 

[a. ETABLISSEMENT DES REGLES GENERALES 1 : 

[ Problème i] : Proposition préliminaire pour ce que nous en¬ 
visageons de démontrer : 

Etant donné dix couleurs de soie, avec lesquelles nous voulons 
faire des houppes [respectivement] d'une, de deux, de trois cou¬ 
leurs et ainsi de suite, jusqu'à la dernière houppe qui doit être 
de dix couleurs, nous voulons savoir quel est le nombre de houp¬ 
pes de chaque espèce, les couleurs de chaque houppe étant connues, 
ou quel est le nombre de toutes les houppes rassemblées, compte 
tenu des différents nombres de couleurs des houppes. 

Nous disposons les couleurs, une à une sur une ligne, selon la 
largeur de la page, comme dans l'exemple ; [puis], si tu réflé¬ 
chis au problème, tu constates que les houppes de deux couleurs 
s'obtiennent en combinant la deuxième couleur avec la première, 
la troisième couleur avec la première et avec la deuxième, la 
quatrième couleur avec la première, avec la deuxième et avec la 
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troisième, la cinquième couleur avec la première, avec la deuxiè¬ 
me, avec la troisième et avec la quatrième ; et ainsi de suite, 
selon cet ordre [d’énumération] jusqu'à ce que l'on aboutisse aux 
combinaisons de la dixième couleur avec chacune des couleurs qui 
la précèdent. 

D'une manière générale, c'est en combinant chacune des couleurs 
avec celles qui la précèdent dans la numérotation, et selon cet 
ordre d'énumération, que sera déterminé le nombre de combinaisons 
de chaque couleur avec chacune des [autres] couleurs. 

Tu écris : 1, dans la première case de la deuxième ligne, vis-à- 
vis de la deuxième couleur, et c'est la houppe constituée de la 
[combinaison de la] deuxième couleur avec la première. 

Tu écris : 2, dans la deuxième case de la deuxième ligne, égale¬ 
ment vis-à-vis de la troisième couleur et ce sont les deux houp¬ 
pes obtenues par la combinaison de la troisième couleur avec la 
première et avec la deuxième. 

Tu écris : 3, dans cette ligne également vis-à-vis de la quatriè¬ 
me couleur et c'est le nombre de houppes obtenu par la combinai¬ 
son de la quatrième couleur avec la première, la deuxième et la 
troisième. 

De la même manière, tu écris : 4, dans cette ligne,vis-à-vis de 
la cinquième couleur, et c'est le nombre de houppes obtenues par 
la combinaison de la cinquième couleur avec la première, la deu¬ 
xième, la troisième et la quatrième. Et de cette manière,tu achè¬ 
ves la deuxième ligne jusqu'à ce que tu écrives neuf à son extré¬ 
mité, vis-à-vis de la dixième couleur et ce neuf est le nombre de 
houppes obtenues en combinant la dixième couleur avec la première, 
la deuxième et [ainsi de suite] jusqu'à la neuvième. 

Il en résulte, dans la deuxième ligne, des nombres se succédant 
de un à neuf et c'est le nombre des houppes composées de deux 
couleurs. 

Le nombre de houppes de deux couleurs est donc égal à la somme 
des entiers successifs [allant] de un au nombre qui est inférieur 
de un au nombre de couleurs. 

Quant à la connaissance du nombre des houppes de trois couleurs, 
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elle s'obtient par la combinaison de la troisième couleur avec la 
première et la deuxième, puis par la combinaison de la quatrième 
couleur avec chaque couple de couleurs, parmi les trois couleurs 
précédentes qui sont la première, la deuxième et la troisième, 
puis par la combinaison de la cinquième couleur avec chaque coup¬ 
le de couleurs parmi les quatre couleurs précédentes, puis par la 
combinaison de la sixième couleur avec chaque couple parmi 
les cinq couleurs précédentes et ainsi de suite, jusqu'à [la com¬ 
binaison de] la dixième couleur, avec chaque couple de couleurs 
parmi les neuf couleurs précédentes. Mais chaque couple de cou¬ 
leurs est une houppe de la deuxième ligne. Pour cette raison,nous 
écrivons : un, dans la première case de la troisième ligne,vis-à- 
vis de la troisième couleur, et ce sera la houppe composée de la 
première, de la deuxième et de la troisième couleur ; puis, nous 
écrivons, dans la case suivante qui est vis-àvis de la quatrième 
couleur, le nombre des houppes obtenues par la combinaison de la 
quatrième couleur avec chaque couple parmi les couleurs précéden¬ 
tes, et c'est égal au nombre de houppes de deux couleurs compo¬ 
sées des couleurs précédant la quatrième couleur, et c'est aussi 
égal à la somme du contenu des deux premières cases de la deuxiè¬ 
me ligne, et c'est : trois. Nous écrivons donc : trois,dans la deu¬ 
xième case de la troisième ligne. Et nous écrivons dans la troi¬ 
sième case de la troisième ligne -cette case étant celle qui est 
vis-à-vis de la cinquième couleur- [le nombre] de houppes [obte¬ 
nues] par la combinaison de la cinquième couleur avec les couples 
de couleurs précédant la cinquième couleur, et c'est aussi la 
somme du contenu des trois premières cases de la deuxième ligne 
et c'est six. Nous écrivons : six, dans la troisième case de la 
troisième ligne. 

Ainsi, selon cet ordre, on montre que le contenu de la case sui¬ 
vante -la quatrième de la troisième ligne- est égal à la somme 
des quatre cases de la deuxième ligne, et c'est dix ; et le con¬ 
tenu de la case suivante, la cinquième, est égal à la somme des 
cinq cases de la deuxième ligne, et [ainsi de suite], jusqu'à ce 
que s'achève la troisième ligne. La somme des cases de la troi- 
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sième ligne est alors égale à l'ensemble des houppes de trois 
couleurs chacune, [obtenues] à partir des couleurs [données]. 

Quant à la connaissance du nombre de houppes de quatre couleurs, 
elle s'obtient par la combinaison de la quatrième couleur avec 
les trois précédentes, par la combinaison de la cinquième couleur 
avec l'ensemble des triplets parmi les couleurs précédant la cin¬ 
quième, puis par la combinaison de la sixième couleur avec l'en¬ 
semble des triplets parmi les couleurs précédant la sixième, et 
ainsi jusqu'à la dixième couleur [combinée] avec l'ensemble des 
triplets parmi les couleurs précédant la dixième. Mais, chaque 
triplet est une houppe de la troisième ligne. Pour cette raison 
donc, nous écrivons, dans la première case de la quatrième ligne: 
un qui est la houppe composée des quatre premières couleurs et 
nous écrivons, dans la case suivante qui est vis-à-vis de la cin¬ 
quième couleur, le [nombre] de houppes obtenues par la combinai¬ 
son de la cinquième couleur avec chaque triplet parmi les cou¬ 
leurs précédant la cinquième, qui est aussi égal à la somme des 
contenus des deux premières cases de la troisième ligne et c'est 
quatre. 

Il apparaît de même que tu dois écrire, dans la troisième case de 
la quatrième ligne, ce qui équivaut à la somme des trois premières 
cases de la troisième ligne,et c'est dix. 

On procède ainsi pour la construction de l'ensemble de la quatriè¬ 
me ligne, à partir de la troisième ligne, [construction] qui est 
identique à celle de la troisième ligne à partir de la deuxième 
et à celle de la deuxième ligne à partir de la première. 

On procède de la même manière pour la construction de la cinquiè¬ 
me ligne à partir de la quatrième : Elle est analogue à la cons¬ 
truction de la quatrième ligne à partir de la troisième, à celle 
de la sixième ligne à partir de la cinquième, de la septième à 
partir de la sixième, de la huitième à partir de la septième, de 
la neuvième à partir de la huitième et de la dixième à partir de 
la neuvième. Mais, dans notre exemple-ci, la dixième ligne a une 
[seule] case contenant une seule houppe de dix couleurs. 

Et que lieu nous inspire. 
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Tableau des 
une à une 


combinaisons de 
deux à deux, . 


dix couleurs de 
. , dix à dix. 


soie 


j 


Somme 


Ecriture 

de 1 

'exemple dans le tableau 



1 

l\ 

Ligné des houppes de 

V _ 

dix couleurs 



10 

9 

1 X 

ligne 

_ 

des 

houppes de neuf couleurs 


45 

36 

8 

r\ 


ligne des 

houppes de huit couleurs 

120 

84 

28 

7 

x 


11 

II 

" de sept couleurs 

210 

126 

56 

21 

6 


H 

" de six couleurs 

252 

126 

70 

35 

15 

5 

Y\ 

de cinq couleurs 

_ . __ 

210 

84 

. — , — 

56 

35 

20 

10 

4 

'Xx^ 

de quatre couleurs 

! 

120 

36 

28 

21 

15 

10 

6 

3 

x 

trois 

couleurs 

45 

O 

J 

8 

n 

i 

6 

5 

4 

3 

2 

S 

deux " " 

10 

1 

1 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1\ 

une " 

l’ensemble des 
couleurs 

10 e couleur 

0 

9 couleur 

8 e couleur 

7 e couleur 

6 e couleur 

5 e couleur 

4* 

Q 

O 

O 

£ 

H 

CD 

£ 

►i 

0 

3 couleur 

0 

2 couleur 

I e couleur 



[Tableau i] 
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Puis, si tu réfléchis aux particularités de ce tableau et à ce 
qui y apparaît comme harmonie surprenante, il s'y révélera à toi 
des symétries extraordinaires et des propriétés étonnantes dont 
l'évocation mènerait à des excès et à des longueurs. Nous avons 
donc renoncé à cela, comptant sur la réflexion de l'étudiant et 
désirant également abondonner les excès et faire un choix. Et que 
Dieu nous assiste. 

Manière de procéder avec le tableau . 

Si tu as des couleurs de soie et que tu veux [savoir] combien 
fournissent-elles de houppes de sorte que dans chaque houppe il 
y ait un [nombre] de couleurs connu, tu entres dans le tableau 
verticalement, par la couleur dont le numéro est égal au nombre 
de couleurs de ta soie, puis tu entres également par la ligne 
correspondant au nombre de couleurs de chaque houppe et tu com¬ 
ptes le nombre de la case où se rencontrent la ligne et la colonne 
avec les nombres des cases qui sont, dans cette ligne, à droite 
de cette case, [et ce] jusqu'à un. La somme que tu obtiens est le 
nombre de houppes. 

Il y a une autre méthode,meilleure et plus simple, qui consiste 
à entrer dans le tableau verticalement, à partir de la couleur 
dont le numéro excède de un le nombre de couleurs de ta soie, et 
à entrer par la ligne des houppes dont le nombre de couleurs de 
chacune excède de un le nombre de couleurs de tes houppes.Le nom¬ 
bre de la case où se rencontrent la ligne et la colonne est alors 
le nombre de houppes que tu cherchais. 

Si le nombre de couleurs que tu as est plus grand que dix, tu 
ajoutes [des colonnes] au tableau jusqu'à ce que le nombre de ses 
couleurs soit égal à celui de tes couleurs. 

[ Problème II]: 

[Le] problème [est] : Nous voulons connaître un procédé cano¬ 
nique pour [déterminer le nombre] de permutations des lettres d'un 
mot dont le nombre de lettres est connu et dans lequel ne se ré¬ 
pète aucune lettre. 

Si le mot est bilitère, il est clair qu'il aura alors deux permu- 
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tâtions, car la première [lettre] devient deuxième et la deuxième 
devient première. S'il augmente d'une lettre et devient trili- 
tère, il est clair que, dans chacune des permutations des deux 
lettres du mot bilitère, la troisième lettre est soit avant les 
deux lettres, soit entre elles, soit en troisième [position^. les 
lettres du mot trilitère auront donc six permutations. Si le mot 
augmente d'une lettre devenant quadrilitère, la quatrième lettre 
sera dans chacune des six permutations, soit à droite de la pre¬ 
mière, de la deuxième, ou de la troisième, soit à gauche de la 
troisième. Le mot quadrilitère aura donc vingt quatre permuta¬ 
tions. S'il augmente d'une lettre devenant quintilitère, il est 
clair que la cinquième lettre sera, dans chacune des vingt quatre 
permutations des lettres du quadrilitère, soit à droite de la pre¬ 
mière, de la deuxième, de la troisième, ou de la quatrième, soit 
à gauche de la quatrième. C'est donc [le produit] de cinq par 
vingt quatre permutations et c'est cent vingt permutations pour 
les lettres d'un quintilitère. 

Et l'on démontrera ainsi, aussi grand que soit [le nombre]. 

On a donc montré, avec cela, que si tu as un mot dont le nombre 
de lettres est connu et dont aucune lettre ne se répète et que tu 
veux connaître le nombre de permutations des lettres de ce mot,tu 
multiplies un par deux, ce qui en résulte par trois, puis ce qui 
en résulte par quatre, puis ce qui en résulte par cinq, et ainsi 
de suite, chaque résultat étant multiplié par le nombre qui suit 
dans la suite des entiers, jusqu'à'ce qu'on aboutisse au produit 
par le nombre qui est égal au nombre de lettres du mot. Le résul¬ 
tat est égal au nombre de permutations des lettres de ce mot, et 
c'est ce que nous voulions démontrer. 

f Problème III]: 

Nous voulons connaître le nombre de permutations des lettres 
d'un mot dont le nombre de lettres est connu et dont une lettre 
ou deux ou plus sont répétées un nombre connu de fois. 

La méthode, lorsque se répète une seule lettre, consiste à dé¬ 
terminer le nombre de permutations d'un mot dans lequel ne se 
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répète aucune lettre et dont le nombre de lettres est égal au nom 
bre de lettres du mot donné, avec leurs répétitions. Le résultat 
que tu obtiens, tu le divises par le nombre de permutations des 
lettres d'un mot dont le nombre de ses lettres est égal à celui 
des lettres qui répètent la seule lettre dans le mot donné. Le ré 
sultat que tu obtiens sera le nombre des permutations des lettres 
du mot donné. 

La preuve de cela est que lorsqu'une seule lettre est répétée 
dans un mot, à chaque position dans le mot de ces lettres répé¬ 
tées, correspondraient, si elles étaient différentes, les permu¬ 
tations des lettres d'un mot dont le nombre de lettres serait 
égal au nombre de répétitions de cette lettre. 

Si deux mots, ou trois, ou plus se répètent, le procédé consiste 
à déterminer le nombre de permutations des lettres d'un autre mot 
dans lequel ne se répète aucune lettre et dont le nombre de let¬ 
tres est égal au nombre de lettres du mot donné, avec leurs répé¬ 
titions. 

Tu conserves le résultat que tu auras obtenu puis, tu comptes le 
nombre de répétitions d'une seule des lettres qui se répètent corn 
me étant le nombre de lettres distinctes d'un mot. De même, le 
nombre de répétitions de la deuxième lettre répétée sera le nom¬ 
bre de lettres d'un deuxième mot et s'il contient une troisième 
lettre qui se répète, tu comptes également le nombre de ses répé¬ 
titions comme étant le nombre de lettres d'un autre mot puis, tu 
multiplies les nombres de permutations de ces mots, les uns par 
les autres et tu divises, par ce résultat, ce que tu avais conser 
vé. Ce qui en résulte est le nombre de permutations des lettres 
du mot donné. 

La preuve de cela est analogue à ce qui a précédé dans la démons¬ 
tration [concernant^ la répétition d'une seule lettre. 

Problème [IV] : 

[Le] problème [est] : Nous voulons connaître le nombre de con¬ 
figurations^ d'un mot dont le nombre de lettres est connu, comp¬ 
te tenu des voyelles et des suküns qui se succèdent sur les let- 
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très du mot et non pas des positions des lettres du mot. 

Si nous voulons cela et que le mot est composé d’une seule let¬ 
tre, ses configurations sont au nombre de trois. S'il est bilitè- 
re, le nombre de ses configurations est douze, parceque se succè¬ 
dent sur la première lettre trois voyelles et sur la deuxième, 
trois voyelles et un sukün. 

S'il est trilitère, nous multiplions douze qui est le nombre de 
configurations du bilitère, par quatre qui représente les trois 
voyelles et le sukün qui se succèdent sur la troisième lettre.D'où 
quarante huit duquel il faut retrancher trois qui correspond à la 
réunion du sukün de la troisième et du sukün de la seconde, la 
première lettre étant affectée soit d'une raf a, soit d'une naçba, 
soit d'une khafçla. Il reste quarante cinq qui est le nombre de 
configurations du trilitère, du point de vue des voyelles et des 
sukun s. 

S'il est quadrilitère, tu multiplies le nombre de configura¬ 
tions du trilitère, qui est quarante cinq, également par quatre, 
tu obtiens cent quatre vingt duquel tu retranches le nombre de 
réunions du sukün du quatrième et du sukün du troisième qui 
correspond au nombre de voyelles qui se succèdent sur la seconde 
lettre et qui est trois, le résultat étant multiplié par le nom¬ 
bre de voyelles qui se succèdent sur la première lettre. Cela 
donne neuf, et il reste cent soixante onze qui est le nombre de 
configurations du quadrilitère, du point de vue des voyelles et 
des suküns qui se succèdent sur chacune de ses lettres. 

S'il est quintilitère, tu multiplies le nombre de configurations 
du quadrilitère, qui est cent soixante onze, par quatre, tu ob¬ 
tiens six cent quatre vingt quatre duquel tu retranches le nombre 
de réunions du sukün de la cinquième et de celui de la quatrième, 
qui est le nombre de voyelles qui se succèdent sur la troisième 
lettre, et c'est trois. Le résultat est multiplié par le nombre 
de configurations du bilitère, du point de vue des voyelles et 
des suküns, qui est douze. Tu obtiens trente six que tu retran¬ 
ches des six cent quatre vingt quatre qui précèdent. Il reste 
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six cent quarante huit qui est le nombre de configurations du 
quintilitère, du point de vue des voyelles et des sukïïns qui se 
succèdent sur ses lettres. 

S'il est sextilitère, tu multiplies également quatre par le nom¬ 
bre de configurations du quintilitère du point de vue des voyel¬ 
les et des suküns, et tu en retranches le produit de trois par le 
nombre de configurations du trilitère, du point de vue des voyel¬ 
les et des sukuns. 

D'une manière générale, tu retranches toujours trois, du nombre 
de lettres du mot, puis, tu comptes le nombre de configurations 
des lettres restantes, du point de vue des voyelles et des sukuns 
et tu multiplies cela par trois également et tu le conserves : Ce 
sera le premier [résultat]. Puis, tu retranches un,du nombre de 
lettres du mot et tu multiplies aussi par quatre le nombre de con¬ 
figurations du reste,du point de vue des voyelles et des sukuns. 

De ce produit, tu retranches le premier résultat. Le reste est 
égal au nombre de configurations des [letres du] mot, selon les 
voyelles et les sukuns et non pas selon les permutations des let¬ 
tres du mot. 

Si le mot est trilitère, tu retranches trois du produit de quatre 
par le nombre de configurations du bilitère. Tu obtiens, comme 
précédemment, quarante cinq. S'il est bilitère, le nombre de ses 
configurations est douze, du point de vue des voyelles et des su¬ 
küns et s'il est [composé] d'une seule lettre, le nombre de ses 
configurations est trois, seulement. 

Il y a, pour ce problème, une autre méthode qui consiste à 
ôter deux des lettres du mot et à multiplier, par trois, le nom¬ 
bre de configurations du reste, du point de vue des voyelles et 
des suküns, à conserver le [produit] qui sera la premier résultat 
puis, à ôter une des lettres du mot et à multiplier, par trois,le 
nombre de configurations du reste, du point de vue des voyelles 
et des suküns. Au résultat, tu ajoutes le [produit] conservé. La 
somme est égale au nombre des configurations du mot du point de 
vue des voyelles et des sukuns. 
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Et, pour ne pas avoir à répéter les calculs pour ce dont on aura 
■besoin, nous avons construit un tableau sous cette forme : 


Tableau du nombre des configurations des mots selon 
les voyelles et les sukün qui [se succèdent] et non 
selon les permutations des lettres 
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"[Tableau II] 


[ Problème V] : 

Ayant montré cela, revenons à notre problème. Si on pose la 
question en disant : Nous voulons connaître le nombre de mots com¬ 
posés à partir des lettres de l'alphabet de sorte que le plus pe¬ 
tit soit de trois lettres et le plus grand de dix. 

Décrivons le procédé, d'abord, lorsque dans le mot ne se répè¬ 
te aucune lettre : la méthode consiste, ici, à considérer le nom¬ 
bre de lettres de l'alphabet comme étant des couleurs de soie et 
à dire : Combien contiennent-elles de houppes de sorte que le nom¬ 
bre de couleurs de chaque houppe soit, par exemple, trois. Tu ob¬ 
tiens un résultat que tu conserves. Comme tu as supposé que le 
nombre de couleurs d'une houppe est trois, tu poses, sur une li¬ 
gne, la suite des entiers de un à trois, sous cette forme: 1,2,3, 
puis tu commences par multiplier un par deux, puis le produit par 
trois qui suit sur la ligne. Et si le suivant était un autre [nom- 
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bre],tu multiplierais le produit par lui. Puis, tu multiplies le 
résultat par le nombre de configurations du mot, selon les voyel¬ 
les et les suküns, puis tu conserves le résultat et tu le multi¬ 
plies par le nombre de houppes de soie qui sont, chacune,de trois 
couleurs, comme nous l'avons supposé dans cet exemple, le résul¬ 
tat est le nombre de mots composés des lettres de l'alphabet et 
dont chacun est de trois lettres. 

Tu procéderas de la même manière pour les cas de plus et de moins 
de trois lettres. 

Puis, tu sommes les nombres des groupes de lettres de l'ensemble, 
et ce sera le nombre des mots composés à partir des lettres de 
l'alphabet, dont le plus petit est de trois lettres et le plus 
grand de dix, et dans lesquels ne se répète aucune lettre. 

[ Problème VI] : 

Proposition préliminaire pour ce que nous envisageons d'éta¬ 
blir : 

Etant donné un ensemble de filaments de soie, de couleurs con¬ 
nues, nous voulons en composer des houppes de sorte qu'il y ait 
dans chaque houppe un nombre donné de filaments de couleurs don¬ 
nées. 

Exemple de cela : Etant donné un ensemble de filaments de soie 
de dix couleurs, nous voulons en composer des houppes de sorte 
qu'il y ait, dans chaque houppe, trois filaments de deux 
couleurs, dont un d'une couleur et deux d'une autre couleur, sans 
que le nombre de filaments de même couleur soit identique dans 
deux houppes différentes . 

Si tu réfléchis à ce problème, tu trouves que le nombre de 
houppes est le double de leur nombre si tu avais omis de parler 
des filaments et que tu avais dit : Nous voulons en composer des 
houppes de sorte qu'il y ait deux couleurs dans chaque houppe. 

Si cela est ainsi, c'est parceque les deux filaments peuvent être 
de la première couleur dans une houppe , et de la deuxième dans 
une autre houppe. 

D'une manière générale, que le nombre de filaments de [chaque] 
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couleur soit plus grand ou plus petit, le nombre de houppes cons¬ 
tituées par les couleurs d'une houppe, est égal au nombre de con¬ 
figurations des lettres d'un mot dont le nombre de lettres est 
égal au nombre de couleurs de la houppe donnée et dont le nombre 
de répétitions de [chaque] lettre répétée est égal au nombre de 
[couleurs] ayant le même nombre de filaments. 

Exemple de cela : [Etant donné] une houppe de huit filaments de 
cinq couleurs, dont deux d'une couleur chacun et six,deux à deux 
d'une même couleur, combien de houppes de huit filaments de cinq 
couleurs peut-on composer, de sorte que deux des filaments soient 
chacun d'une couleur distincte et que six filaments soient, deux 
à deux, de même couleur. 

Si tu veux résoudre ce problème, tu disposes les [filaments] de¬ 
vant tes yeux, selon cette figure : 


filament 
de la 

filament 
de la 

filaments 
de la 

filaments 
de la 

filaments 
de la 

I e couleur 

0 

2 couleur 

3 e couleur 

0 

4 couleur 

5 e couleur 

g 

g 

k 

k 

k 


[Tableau III] 

Puis, tu réfléchis au problème et tu constates que les deux pre¬ 
mières couleurs ont les nombres de leurs filaments égaux. Tu é- 
cris donc,en dessous de chacune d'elle, la même lettre, soit : 
g , g. Puis, tu constates que les trois autres couleurs ont les 
nombres de leurs filaments égaux. Tu écris, en dessous de chacune 
d’elles également, la même lettre, soit : k , k , k. 

On est donc ramené,d'après la figure, à la combinaison de cinq 
lettres dont trois répètent [une même lettre] et deux répètent 
[une autre] . 

Le [nombre] de permutations [issues de cette combinaison] est 
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donc égal au nombre de houppes composées des couleurs d'une même 
houppe. Tu obtiens dix, d’après ce qui précède. 

Preuve de cela : Cela vient du fait que pour chaque permuta¬ 
tion des lettres, tu trouves une combinaison [correspondante] des 
filaments des couleurs, et inversement. En effet, s’il existe une 
permutation dans laquelle la première lettre est troisième, il 
existe une houppe correspondant à cette [permutation] et dans la¬ 
quelle le nombre de filaments de la troisième couleur est égal à 
celui des filaments de la première couleur [dans la houppe don¬ 
née] . 

La démonstration est analogue pour le reste [des couleurs] et il 
en sera ainsi, aussi grand que soit le nombre. 

Section : 

[ Définition ]: 

La combinaison, dans notre convention-ci, est un ensemble de 
lettres. 

[ Problème Vil] : 

Explicitation : Etant donné un mot de neuf lettres, [composé 
à partir] de cinq lettres [distinctes] dont deux non. répétées, 
deux répétées deux fois et une répétée trois fois, combien de com¬ 
binaisons sont-elles issues de ces lettres, chaque combinaison 
étant de neuf lettres et [composée à partir] de cinq lettres dont 
deux non répétées, deux répétées deux fois et une répétée trois 
fois. 

Tu les écris sous cette forme : 

a b c e i 

c e i 

i 

et, en dessous [des colonnes] d'un même nombre [de lettres], tu 
écris des lettres identiques : 

a a d d r 

On est donc ramené à une combinaison de cinq lettres dont deux 
sont répétées deux fois. Le nombre de permutations des lettres de 
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cette figure sera alors le nombre de combinaisons de neuf lettres 
dont deux ne sont pas répétées, deux répétées deux fois et une 
répétée trois fois, soit trente combinaisons. 

[ Problème VIIIJ : 

Revenons à notre problème : Nous disons que les mots dont les 
lettres se répètent et qui se composent des lettres de l'alphabet 
sont, compte tenu des répétitions (de leurs lettres], soit des 
mots de dix lettres, soit [des mots] de moins de dix et ce, jus¬ 
qu'à deux. 

Parlons d'abord de ceux de dix lettres, puis de ceux de moins 
[de dix], jusqu'à deux lettres et ordonnons les lettres selon un 
ordre tel que celles [d'entre elles] qui sont distinctes se suc¬ 
cèdent à partir de la première et celles d'entre elles qui sont 
répétées soient celles qui précèdent la dixième. 

On a alors : 

Soit neuf lettres distinctes et la dixième répétant l'une des 
neuf. 

Soit huit distinctes, la neuvième et la dixième répétant une 
même lettre parmi les huit, ou deux. 

Soit sept distinctes et les trois lettres restantes répétant 
une même lettre parmi les sept lettres distinctes, ou deux, ou 
trois. 

Soit six distinctes et quatre répétant ou bien une lettre, ou 
bien deux, et si elles répètent deux lettres, ce sera soit une 
fois l'une et trois fois la seconde, soit deux fois l'une et deux 
fois l'autre ; ou bien [les quatre] répètent trois lettres et ce 
sera deux fois l'une d’elles et une fois les deux autres; (ou bien 
elles répètent quatre lettres.] 

Soit cinq distinctes et les cinq autres répétant ou bien une 
des cinq lettres, ou bien deux, et si elles répètent deux lettres, 
ce sera soit une fois l'une et quatre fois la seconde, soit deux 
fois l'une et trois fois la seconde ; [ou bien] les cinq lettres 
répètent trois lettres, soit une fois l'une et deux fois chacune 
des deux [autres], soit trois fois l'une et une fois chacune des 
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deux [autres] ; ou bien les cinq répètent quatre lettres, deux 
fois l’une d’elles et une fois chacune des trois restantes ; ou 
bien les cinq répètent cinq lettres, chacune une fois. 

Soit quatre distinctes et six répétant une d'entre elles, ou 
bien deux,de sorte que l'une d'elles se répète cinq fois et la 
seconde une fois, ou l'une quatre fois et la seconde deux fois,ou 
l'une trois fois et la seconde trois fois ; ou bien ces six let¬ 
tres répètent trois lettres de sorte que l'une d'elles se répète 
une fois, la seconde deux fois et la troisième trois fois, ou que 
chacune des trois se répète deux fois, ou l'une d'elles quatre 
fois et les deux autres une fois chacune ; ou bien ces six let¬ 
tres répètent les quatre lettres restantes, deux d'entre elles 
une fois chacune et les deux [autres] deux fois chacune, ou l'une 
d'elles trois fois et les trois [autres] une fois chacune. 

Soit trois distinctes et sept répétant une seule lettre, ou 
bien deux, de sorte que l'une d'elles se répète une fois et la se¬ 
conde six fois, ou l'une d'elles deux fois et la seconde cinq 
fois, ou l'une d'elles trois fois et la seconde quatre fois, [ou 
bien ces sept lettres répètent trois lettres de sorte que deux se 
répètent chacune une fois et la troisième cinq fois, ou que l'une 
se répète une fois, la seconde deux fois et la troisième quatre 
fois, ou que deux se répètent chacune trois fois et la troisième 
une fois, ou que deux se répètent chacune deux fois et la troi¬ 
sième trois fois.] 

Soit deux distinctes et huit répétant une seule lettre, ou bien 
deux»de sorte que l'une d'elles se répète une fois et la deuxième 
sept fois, ou l'une d'elles deux fois et la seconde six fois, ou 
l'une d'elles trois fois et la seconde cinq fois, ou l'une d'el¬ 
les quatre fois et la seconde également [quatre fois] . 

Soit les neuf [lettres] qui répètent la première, les dix étant 
alors la répétition d'une seule lettre. 

[ Problème VIII] : 

Si la dixième [lettre] répète l'une des neuf restantes, il y 
aura, pour les dix lettres, neuf combinaisons,chacune de dix let- 
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très et chacune ayant une lettre répétée deux fois. 

Si la neuvième et la dixième répètent une même lettre parmi les 
huit [autres], il y aura, pour les dix lettres, huit combinaisons, 
chacune de dix lettres et chacune ayant une lettre répétée trois 
fois. 

Si la neuvième et la dixième répètent deux des huit lettres,il 
y aura, pour les dix lettres, vingt huit combinaisons, chacune de 
dix lettres et ayant deux lettres répétées,chacune deux fois. 

La méthode pour obtenir ces vingt huit combinaisons consiste à di¬ 
re : [Etant donné]une houppe de dix filaments de huit couleurs de 
soie, avec six filaments,chacun d’une couleur et quatre, deux à 
deux d’une même couleur, combien obtient-on de houppes, chacune 
de dix filaments de huit couleurs, avec six,chacun d'une couleur 
et quatre,deux à deux d'une même couleur. Cela s’obtient comme 
précédemment. 

Et c'est ainsi que l'on détermine le nombre de [toutes] les 
espèces de combinaisons, le procédé ayant été déjà exposé. La mé¬ 
thode pour déterminer cela consiste à considérer les lettres dis¬ 
tinctes comme des couleurs et celles qui sont répétées comme des 
filaments, le calcul s'achevant comme précédemment. 

[ Problème IX] : 

Cela étant montré, nous revenons à notre propos en disant : 

Nous voulons connaître le nombre des mots qui sont tels que l'e- 
tre humain ne peut prononcer que l'un d'eux, sachant que le plus 
petit [de ces mots] doit être d'une seule lettre et le plus grand 
de dix, les dix lettres étant soit toutes répétées, soit toutes 
distinctes, soit en partie répétées et en partie distinctes, et 
cela quelle que soit la manière avec laquelle l'être humain les 
prononce. 

Quant à ceux dont toutes les lettres sont différentes, nous 
avons déjà montré le procédé qui permet de les dénombrer. 

Parlons, à présent, de ceux dont les lettres se répètent et com¬ 
mençons par ceux qui, compte tenu des répétitions» sont de dix 
lettres, puis nous poursuivrons par eaux qui sent en nombre moin- 
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dre jusqu'à ce qu'on aboutisse à ceux qui, compte tenu des répé¬ 
titions, sont de deux lettres. 

Pour ceux qui, compte tenu des répétitions, atteignent dix let¬ 
tres, nous avons subdivisé [le calcul ainsi] : 

Commençons par celui que nous avons [traitéj en premier et qui 
est le mot de dix lettres dont neuf sont distinctes et la dixième 
répétant l'une des neuf. Nous disons : [Etant donné] des couleurs 
de soie au nombre de vingt huit, nous voulons en faire des houp¬ 
pes, de sorte qu'il y ait dans chaque houppe neuf couleurs,ce qui 
correspond au nombre de lettres distinctes. Il en découle un ré¬ 
sultat qui sera [dit] le premier et que tu conserveras. 

Puis, tu dis : [Etant donné] dix lettres dont neuf sont distinc¬ 
tes et l'une d'elles répétée deux fois, combien y a-t-il de com¬ 
binaisons pour les dix lettres ? On obtient, comme précédemment, 
neuf combinaisons de dix lettres dont neuf sont distinctes et 
l’une des neuf répétée deux fois. Tu conserves cela et ce sera le 
deuxième [résultat] conservé. 

Puis, tu détermines, comme précédemment, le nombre de permuta¬ 
tions des lettres d'un mot de dix lettres dont une est répétée 
deux fois. Tu obtiens un résultat que tu conserves et ce sera le 
troisième [résultat] conservé. 

Puis, tu détermines, comme précédemment, le nombre de configura¬ 
tions d'un mot de dix lettres, selon les voyelles et les sukuns. 

Tu conserves ce qui en résulte et ce sera le quatrième [résultat] 
conservé, c'est à dire le nombre par lequel, compte tenu des voy¬ 
elles et des sukuns, se multiplie le nombre des mots. 

Puis, tu multiplies le premier résultat conservé par le deuxième, 
le produit par le troisième et le produit par le quatrième.Ce qui 
en résulte est le nombre de mots qui sont tels que l'être humain 
ne peut prononcer un mot de dix lettres dont une est répétée deux 
fois, sans que ce soit l'un d'eux. 

C'est de cette manière que s'obtient [le résultat] lorsque huit 
lettres sont distinctes et les deux [autres] répètent l'une des 
huit. 
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Déterminons également le nombre de mots composés de lettres de 
1'alphabet,dont chacun est de dix lettres, deux d'entre elles 
étant chacune répétée deux fois. 

Nous disons : [Etant donné] des couleurs de soie en nombre égal à 
vingt huit, nous voulons en faire des houppes de telle sorte qu'il 
y ait dans chaque houppe huit couleurs qui correspondent au nom¬ 
bre de lettres distinctes. Tu obtiendras un résultat que tu con¬ 
serveras et qui seras le premier [résultat] conservé. 

Puis, tu dis : [Etant donné] dix lettres - huit distinctes et 
les neuvième et dixième répétant deux d'entre elles-,combien y a- 
-t-il de combinaisons [de même type] issues de ces dix lettres ? 
Tu obtiens, comme précédemment, vingt huit combinaisons, chacune 
de dix lettres dont huit distinctes et deux répétant deux lettres 
parmi les huit [données]. Tu conserves le [nombre] et ce sera le 
deuxième [résultat] conservé. 

Puis, tu détermines le nombre de permutations des lettres d'un 
mot de dix lettres dont huit sont distinctes et deux répètent 
deux d'entre elles. Tu obtiens un résultat que tu conserves et ce 
sera le troisième [résultat] conservé. 

Puis, tu détermines le nombre de configurations d'un mot de dix 
lettres selon les voyelles et les sukuns et ce sera le quatrième 
[résultat], le mieux étant de garder le quatrième résultat de la. 
question précédente afin que tu ne te fatigues pas à le calculer 
à chaque fois. 

Puis, tu multiplies le premier résultat conservé par le second ? 1e 
produit par le troisième et le produit par le quatrième. Le ré¬ 
sultat sera le nombre de mots qui sont tels que l'être humain ne 
peut, de quelque manière que ce soit, prononcer un mot de dix 
lettres dont huit sont distinctes et deux répètent deux d'entre 
elles, sans que ce soit l'un d'eux. 

Tu détermines, de la même manière, les espèces de toutes les 
combinaisons de dix lettres contenant des répétitions. 

Tu procéderas de même pour[les mots] de neuf lettres avec répéti¬ 
tions, pour ceux de huit lettres avec répétitions et ainsi de 
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suite, jusqu'à ceux de deux lettres. Puis, tu sommes le tout et 
tu lui ajoutes ce que tu as obtenu précédemment comme [nombre] de 
combinaisons,sans répétition,des mots de une à dix lettres.Ce que 
tu obtiendras sera le nombre de mots qui sont tels qu'un être hu¬ 
main ne peut prononcer que l'un d'entre eux. 

[Ici] s'achève la onzième section. Que Dieu répande ses béné¬ 
dictions sur notre seigneur Muhammad, sur sa famille et sur ses 
compagnons et qu'il leur accorde le salut. 

Elle sera suivie par le second chapitre sur les fractions. 

Que Dieu nous accorde son assistance, lui dont nous implorons le 
secours. Il n'y a pas d'autre dieu que lui. 

[B. EXEMPLES A L'AIDE DE TABLEAUX ] : 

Comme la science du calcul est le domaine privilégié pour ce 
qui est du passage des [règles] générales aux [cas] particuliers 
et que nous avions traité, dans la onzième section du chapitre 
premier de ce livre, de ce qui est général dans les procédés en 
laissant de côté les exemples et ce par manque de temps, nous 

r, 

avons rédigé, lorsque nous avons disposé de plus de temps, et ce 
après que l'ouvrage ait été recopié et qu'il fût entre les mains 
des étudiants, les exemples qui vont suivre et nous avons abordé 
les aspects particuliers de la section, en guise de complément 
que nous avons joint aux exemples à la fin de la section. 

Que Dieu nous accorde son assistance. Il n'y a pas d'autre 
dieu que lui. 

[ Utilisation du tableau IY] : 

Description de la manière d'utiliser le tableau précédent : Tu 
répères dans le tableau, sur la ligne des entiers successifs, le 
nombre de lettres de ton mot et tu entres par la colonne corres¬ 
pondant à ce nombre. Puis, tu repères dans le tableau, sur la co¬ 
lonne des entiers successifs, le nombre de lettres de ta langue, 
qui est vingt huit pour la langue arabe, et tu entres par la li- 
gne^ correspondant à ce nombre. Alors,le nombre contenu dans la 
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case où cette ligne rencontre la colonne par laquelle tu es déjà 
entré, est le nombre de combinaisons des mots constitués de let¬ 
tres distinctes de ta langue et en nombre égal à celui que tu as 
supposé pour le mot. 


Tableau des configura.tions de mots dont toutes les let 
très sont différentes ou dont une seule est répétée 


lettres 


neuî 

lettres 



2 

3 

1814400 

604800 

181440 

60480 



20160 6720 1680 336 56 


lettres 5040 2520 840 210 42 7 1 



six 720 

cinq 120 
quatre 24 

trois 6 
deux 2 

une 1 ^ 


120 30 
20 5 


[Tableau v] 





2520 



7560 

22680 

25200 

18900 

75600 

226800 

3322 

4222 

3222 

2222 


huit 

lettres 

neuf 

lettres 

dix 

lettres 


Ligne des répétitions de chaque lettre dans le mot 


Tableau des configurations des lettres des mots 
dans lesquels se répètent quatre lettres. 


[Tableau Vl] 


























Tableau des permutations des lettres d'un mot [de n lettres, 
4-n- 10 ], avec répétition de deux lettres seulement 
[respectivement k et p fois, 2^k,p^8; 4^k+p^n 1 
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;ne du nombre de répétitions de chaque lettre dans le mot 

l r\ 
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252 







k£) 

210 









126 







6300 

630 

70 





LO 

o- 

120 







LO 

•s 

CO 

840 

84 






LO 

LO 

5040 

504 

56 





LO 

25200 

2520 

280 

35 





100800 

10080 

1120 

140 

20 



C\J 

00 

45 









36 








252 

28 





É 


1512 

168 

21 




CM 


7560 

840 

105 

15 






3360 

420 

60 

10 


*4x) 

•H 

K) 

CM 

CM 

907200 

90720 

10080 

1260 

180 

30 " 

6 


■ 

dix 

lettrés 

neuf 

let. 

huit 

let. 

sept 
let. 

six 

let. 

cinq 
let. 

quatre 

let. 


[Tableau VIi] 


































Tableau des permutations des lettres des mots dont le plus 
grand est de dix lettres et le plus petit de six, avec ré- 



w 453600 45360 5040 630 90 


i-3 { c\j _ 

dix neuf huit sept six 

lettres let let let let 


[Tableau VIII] 






































Tableau des permutations des lettres 
d’un mot de dix lettres,avec répéti¬ 
tion de cinq lettres 



[Tableau IX] 


Tableau du nombre de configurations issues d’un 
mot par la succession des voyelles et des suküns 
sur chacune des lettres du mot 
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-0 


de 
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oo 
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oo 








[Tableau Ilbis] 
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[Tableau X ] 
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[ Utilisation du tableau x] : 

Méthode pour déterminer le nombre de combinaisons [issues]d'un 
mot dont le nombre de lettres est connu et dans lequel se répè¬ 
tent des lettres, un nombre connu de fois. 

Tu repères, dans la colonne des nombres, les lettres répétées 
et le nombre de répétitions de chacune des lettres. Puis, tu en¬ 
tres par la ligne correspondante , Tu entres également par la co¬ 
lonne des mots. Alors, le nombre de la case où se rencontrent la 
ligne et la colonne est égal au nombre de combinaisons issues du 
mot que tu as considéré et dans lequel se répètent des lettres. 
C'est ce que nous voulions démontrer. 

[ Application ] : 

Méthode pour déterminer le nombre de mots constitués des let¬ 
tres de l'alphabet [arabe] dont le plus grand, compte tenu des 
affixes et des répétitions, est de dix lettres et le plus petit 
d'une seule lettre. 

Occupons-nous d'abord des mots constitués de dix lettres dis¬ 
tinctes : Tu entres, comme nous l’avons indiqué, dans le tableau 
qui a été dressé pour cela ; tu obtiens : 13123110 que tu conser¬ 
ves en premier et c'est l'ensemble des mots formés de combinai¬ 
sons de lettres, dont chacune est constituée de dix lettres dis¬ 
tinctes . 

Puis, du tableau des permutations d'un mot, tu tires le nombre de 
permutations d'un mot de dix lettres distinctes. Tu obtiens : 
3628800 que tu conserves une seconde fois. 

Puis, du tableau des voyelles et des sukuns qui se succèdent sur 
les lettres, tu tires ce qui correspond [au nombre de configura¬ 
tions] d'un mot de dix lettres. Tu obtiens : 507627 que tu conser¬ 
ves et qui sera le troisième [résultat]conservé. 

Puis, tu multiplies le premier résultat par le second, puis le 
produit par le troisième et tu obtiens le nombre de mots de dix 
lettres, toutes distinctes, formés à partir des vingt huit let- 
très [de l'alphabet] et c'est le résultat que nous cherchions. 

Ensuite, tu passes aux mots de neuf lettres distinctes, puis à 
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ceux de huit lettres et ainsi de suite jusqu'à ceux d'une seule 
lettre. Ensuite [tu abordes] les mots de dix lettres qui répètent 
une seule lettre, puis deux,et ainsi de suite jusqu'à ce que tu 
les épuises toutes, puis les mots de neuf lettres et ainsi de sui¬ 
te, par induction, jusqu'à ce que tu les épuises toutes. 

Prenons l'exemple d'un mot de neuf lettres dont deux ne sont 
pas répétées, deux répétées deux fois et une répétée trois fois. 
Ses lettres distinctes sont donc au nombre de cinq. Tu calcules 
le nombre de combinaisons à cinq éléments formés de lettres dis¬ 
tinctes de l'alphabet [arabe], en l'extrayant du tableau comme 
précédemment et c'est : 98280 que tu conserves en premier. 

Puis, tu calcules le nombre de permutations de ton mot de neuf 
lettres qui se répètent selon ton hypothèse. Tu obtiens : 15120 
que tu conserves en second lieu. 

Puis, tu tires du tableau des voyelles et des suküns qui se suc¬ 
cèdent sur les lettres [le nombre] qui correspond à ton mot de 
neuf lettres. Tu obtiens : 133893 que tu conserves en troisième 
lieu. 

Puis, tu extrais du tableau des combinaisons ce qu'il faut à ton 
mot comme combinaisons. Tu obtiens : 30 et c'est le quatrième ré¬ 
sultat. 

Tu multiplies alors le premier résultat par le second, le produit 
par le troisième et ce dernier produit par le quatrième. Tu ob¬ 
tiens : 5968924232544000 qui est le nombre de mots de neuf let¬ 
tres composés des lettres de l'alphabet, chacun de ces mots ayant 
deux lettres non répétées, deux répétées deux fois et une répétée 
trois fois. Et c'est ce que nous voulions démontrer. 

Problème sous forme d'exemple : 

Nous voulons savoir combien de mots de neuf lettres peut-on 
former avec cinq lettres distinctes données dont deux sont non 
répétées, deux répétées chacune deux fois et une répétée trois 
fois. 

Tu multiplies le nombre de permutations de ces lettres -soit 
15120- par ce qui lui correspond dans le tableau des voyelles et 
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des suküns et qui est : 133893. Le résultat sera : [2024462160.] 

Si, parmi les lettres qui sont données, celles qui sont répé¬ 
tées sont également données, c'est à dire, les lettres données 
étant par exemple : c, d, e, g, i, les. [seules] lettres non répé¬ 
tées sont c et d, les [seules] qui sont répétées deux fois : e, g 
et [la seule] qui est répétée trois fois : i, les lettres étant 
[disposées] selon cette figure : 

c , d , e,e , g,g , i, i,i 

alors, le résultat du produit [précédent] est ton résultat cher¬ 
ché. 

Mais, si les lettres répétées ne sont pas données, tu multi¬ 
plies le résultat [précédent] par le nombre de combinaisons [is¬ 
sues] de ces lettres répétées et c'est : 30. Tu obtiens alors : 
[60733864800] qui est le résultat demandé. Et c’est ce que nous 
voulions démontrer. 

[Ici] s'achève [l'étude] . Que la bénédiction de Dieu soit sur 
notre Seigneur Muhammad, sur sa famille et sur ses compagnons et 
qu'il leur accorde son salut. Il n'y a pas d'intercession et de 
pouvoir sans Dieu, le très haut, le tout puissant. 


* * * * * 
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Index des mots essentiels de la section XI 


(*) 


aboutir : 51 
accroître : 50 
affixe : 49 
ainsi de suite : 51 
ajouter : 55 
alphabet : 49 
atteindre : 50 
augmenter : 56 

bilitère : 55 

calculer : 77 
cas particulier : 70 
case : 51 
colonne : 55 
combinaison : 51 
combiner : 50 
composé (de) : 49 
composer : 61 
compter : 55 
configuration : 49 
connu : 50 
conserver : 57 
constituer : 50 
construction : 53 
couleur : 50 
couple : 51 

démontrer : 56 


démonstration : 63 
dénombrement : 49 

dénombrer : 49 
description : 50 
déterminer : 51 
différent : 50 
distinct : 49 
diviser : 57 
donné : 53 
double : 61 

égal : 55 
élément : 77 
ensemble : 63 
entiers successifs 
entrer : 55 
énumération : 51 
épuiser : 77 
espèce : 50 
excéder : 55 
extraire : 77 

figure : 62 
filament : 61 
former : 77 
fraction : 70 

groupe : 61 


70 


(*)- On renvoie à la page de la traduction où apparaît le mot 
pour la première fois. 
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houppe : 50 

identique : 63 
induction : 77 
inférieur : 51 
inflexion vocalique : 49 

langue : 70 
largeur : 50 
lettre : 49 
ligne : 51 

manière : 66 
méthode : 50 
montrer : 56 
mot : 49 
multiplier : 56 

nombre : 49 
numéro : 55 
numérotation : 51 

ordonner : 64 
ordre : 51 

permutation : 55 
position : 56 
précéder : 51 
preuve : 57 
procédé : 50 

procédé canonique : 55 
produit : 56 
prononcer : 49 


quintilitère : 49 

règle générale : 70 
rencontrer (se) : 55 
répéter : 49 
répétition : 49 
restant : 65 
résultat : 56 
résulter : 56 
retrancher : 56 
réunion : 58 

science du calcul : 70 

sextilitère : 49 

soie : 50 

somme : 52 

succéder (se) : 49 

suite : 56 

suivant : 52 

suivre (se) : 49 

sukun : 49 

symétrie : 55 

tableau : 54 
tirer : 77 
trilitère : 56 
triplet : 53 

verticalement : 55 
voyelle : 49 
vis-à-vis : 51 


quadrilitère : 56 
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.cJJb : (4 1 ) 

. : (42) 

» *ï&jS : ( 43 ) 

• J '■ (44) 

♦ Lf-** s (4 5) 

• crü®^ ù^? J *‘N ii I *ïû» 9 . { j^i- s (4 6) 

.ojL» : (47) 

4 LfjLaèl : ( 48 ) 

. LfS^! : ( 49 ) 
.ÜLÜb : (50) 

. ua: : (51) 

. I^JL-^ : (52) 
4cJ^->JI î (5 3) 

. s (54) 

• 5 (5 5) 

• ( ^ - |K au çf* 4 ^ : Lfc Ja j bJl « <jfT î ( 56 ) 

♦ L»o*-V « (57) 

• jl s (59) 


. b$L* ; ( 1 ) 
• üJ~‘ ? ( 2 ) 

. 3_^T s(3) 

*jbàl Qtj Oj (j»üt ^ b jJï jl tj . s(4) 


. L> jJI 2 (5) 

, ù5 iJ S (6) 


*çn^ : (7) 

# ^La-u ^ (f d,Li «JUl L J> î ( ij) ) 


•û 1 ^ 1 s (9) 

* 

2(10) 

* i^ 1 kL 

2(11) 

.^11 

S ( 12 ) 

4 ^ÛJI 

2(13) 

1 J-^ 

2(14) 

• 

2(15) 

4 

2(16) 

4 

2(17) 

• 3 

2(18) 

♦ 

2( 1 9) 

4 3*J—&1 

2(20) 

* 2 Jl>4^ 

2(21) 

4 ~>-J 1 

2(22) 

♦ (3 iu^ 

2(23) 

♦ csre^ 

2(24) 

« ojL-5* 

2(25) 

♦ 

2(26) 

A L-jJi ^4 

2(27) 

♦ o* 

2(28) 


:(29) 

♦ JJL-ül 

2(30) 


[ 19 ] 
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* u^jüao (iij *3 3 » i^p- j louji ^*^6 ^jLaoJi c„9^->iji 

cJ. J\ ^ * o I opJI Jl j ^-6 oLj;Ulll ^1 ^ (* 2 Âli>*Jl olp L^rJ l ^1 ^ j ££ ^ 

—.j!w M j _j;uVL <iU J 6 * ^ ^ e^L^ L ujJl ^ • L^.*. lvp ^jp- i» ^pp*- 1 . ç* *^- >- l 3 <-jp*^ a 

* l Ç~.l$t^ L *Mm> 

: c^k* cpp- 3 q LyJU L^J* ^ Iip~ 3 ^ 1 Jp ^ ^p* <* i-ipJ ^ i*\S q* VL*> Ôi-Lj 3 

y ^ üiütlül t^ 3 pJI 3 a1i>éoJI oL^Uu>JI c^lpLpJl 4 wic { ^ « 4 w«*4u>- Uj l 4 -aJx>«{JI pp-s 

^ ^ V 3 Î 4-tâ. ^19 „ (S4) 

9 8 280 s dU *i 3 6 ^ J^î t-ôS* J 3 JL>JI Lp-pJ 3 * wbwl ( -V=- 
Ç J * LwLî ^JàjLSt^ 4 1 5 1 20 î dU ^~pwi 4 Opp U5* ^ 5p£*JI aop tm lll d.LûJ ^ 2 

n^ i<? 4 <^^L«uJl vîi^lxJ c-p»i U 03 ^->JI ^k ^ 5 * 13^31 5 j ^ ^ o^p^II jJ 3 Jp *i>-L> 343 

& 3 0 ï tiJL) ^pwi-s 4 o I â . j ljül^yo L> oLLJ t^JÏ 3 up l^-L* ^ * UL ^Ja5^>*i9 4 1 3389 3 

4 3 -fe 3 

2 dl-J >%p 4 «. I l ^■ ■•. 4 , L >1 L-a 3 CUJÏ—«fcjî ' ■« ■ ■ 4 3 ^L-uI (J j) ^ i^y^uS 

I-Ji 6 *) jJÜ ^ül 2iilJloULill oUÛl 2 Jt ^36 5968932332544000 

. 4JI JJ Lj,Î U il! J 3 ♦ » * . J * > 1_i»3-»- 3 ^ Lÿ 4 » ^ li^_9- 3 ^ I Jji* ^ liL^U« 

t^\l» "/U* 

^Ljj» ^lip- 3 ^1 J^â» L^4» 2 jÜI>m l^o^j . .. s» ï-^>- q* ï-s&I-mJ i«J^ |5" f^~*^ 0 ^ ^ ^ 

S L^Jfc» Cpp* 3 

0 _51 r JI 3 o^pJl J 3 Jp ^ LfJ ‘-p'i 6 15120 *dL) J 3 w ci 3 p*Jl 4 2 üp p/*âÂ9 

t 5^>JI u? 3 ^l ^ 2j^l ci 3 P>Jl ciJlS* 0 U o 20244621 60 : ^-^UJI 0 3 li * 1 33893 :*iilJ 3 
: Lf«J* ^1 Jji<Jl ^ 3 ^ ♦ i 6 j 6 J> 6 J&p : 3U« 03 ^pJI 3 6 kàA ï^jà* 

« 4 c J xll 36 j & wA t ^LuJI 3 & «j 6 p 

p^-*àJl ^ ^.^UJI (^U 0 JpJpJ=> 6 j j 6 Ji 6 J 6 > î 2 j 3-ÀJ1 4 ijfe U93pjl ^ ^ 

*[ 20244621 60] idÜJ 3 dL^Jia* 3 3 -^ 

« 30 * di»->—J 3 c-53^- > »2^ cXL» c^Lâ^jtj ^ ^UJI i^j ..iÀ iS 0 2 p 3 y* 2 j 3 ^J^ t— 93 - 7^ ï ^^ 0 ^ ^ 0 1 ^ 

♦ *J Lu L jj î L <dJ 83 * c-> 3 *i-koJI ^ j UJI 3 ^, idü ^34 [60733864800] • cüJ ^ p *^ 5 

4 ^ ,. *Jà kH ^UJI 4 JJL VJ, 4 p V 3 J 3 ->- V 3 4 3 A-pttf» 3 4 JI 3 L JU-c*/ ^!p 4 JJI 3 jJ —S 


[ 18 ] 
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s jy ' 1 ' 1 * $ L^j^" S JC" ^ lj>-l ^ 

. -- oi l aJj t J^~ Jj ^ b^J-a ci^->- ^J—5* 2 Je ^ Sj^ilftJÎ ci^i jl Je^l j Jl>- ^ 

3 Je- ojuJI cl! j ( ^ ^ ) j ^ Jj>J1 JoJi • çJuaJl ^ oLoJOl J ^ Jj5™ ^ L^âjî x ^ 

» djb-> b Jjf b JÜi i) « CL^icOjS jJI ( *^ ^ ) »JÛ1 C^lbjLjül 

J-**M 

<_S j->- f d yn L^âe dajT Jül ü_>ol c_9<y-d»' yo dJjtâaJI pi» fCll 3 j£ ^ 

: jl> 4^ CJ^-^ j^j-0 <mJS” ^ ^ jJj^Jb 

t dl J 3 JC £^j~>%j u b^£-f lüf cJJ jJ J ^ Jj>J 1 ^ Ji*- Jl$ : o«^pJi SjJi^JI 3-^X-*J1 V^î JUa£jJ$ 

1. ^*a lcU->- S* ^Ül 3-**_>* qa ijütlftJI ( ^ ^ o UO l 3x*Uu>* jjJ* ÿ JJ J J a to ug * 131231 10 

♦ (I A! »* àj^S' ^jA 

3 6 2 880 0 î JJ ♦ lJj^JI 3cül>*Jl 3 -^JLaJI 3-üill ^Li> 2 Je 3^Jxll ^Lj^î J ^ J^>- ^ Ji-L? ^5 

« Lwb »b.4.^li 



P 1) 


• cJllll Jè^A^oJl jj* ^ dJll»C5 * 507627 t ^y>^s 
3— ail^oJl 3~^J^*Ji c^UiüI 2 Je (^1) JJ ^ # eJbJl U ^ ^Ul ^ J Jbji^Jl ^^ 


342 


[ 17 ] 





2 

987654321 

3 

8 7 6 5 4 3 2 1 

4 

7 6 5 4 3 2 1 

5 

6 5 4 3 2 1 

6 

5 4 3 2 1 

7 

4 3 2 1 

8 

3 2 1 

9 

2 1 
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4 6 


2 2 2 

35 20 10 4 1 

2 2 3 

60 30 12 3 

2 3 3 

30 12 3 

2 2 4 

30 12 3 

2 3 4 

24 6 

3 3 3 

4 1 

2 2 5 

12 3 

2 2 6 

3 

2 3 5 

6 

3 3 4 

3 

2 4 413 

2 2 2 2 

15 5 1 

2 2 2 3 

20 4 

2 2 2 4 

4 

.2 2 3 3 

6 

2 2 2 2 2 

1 — 


( 10 ) 










88 



( 8 ) 


c c 

J ■ *' U*j ^ ?■■■■■, . 4.,4 ■»» 4^5 ^ Ü «9 

2 2 2 2 2 


1 1 3 4 0 0 

j~~ .a «. J1 


(9) J*-*- 
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"*JUa 

« *V ^ ■ « ^ J iliJ «J (3^* fc ^" J ÿ O (t ^Jl ^^J l »jt fcl&*VI 6 t *X?*Jl ^5 ^-9 f /p j_^i 

3—-JLJ ^ Luü ^ys> ^ü! til" *J lJ$j~>- ^ 6 3~Jl^i<JI -il ^ j-s.*aJi ü^ 5 ü?«-^ ^6 « 

oi-—> t-J lJ^ ^ ^ ^tSüJl CUa « L*^.c- j ü_*JI dLl ^ wL-^j Jji- ^ j) 

3—-iijfjuJI c_9^^->Jl 3^aJl>«<sJl o^*«^CL) o^c-Lij>üi j d,Lâ-ü[jÜl J Jt ys e^-J! iiU j J JljJ V^-k ( ^ *0 4__ 

« a dC l ! ^Ul ^ [•& J tl.1 *- \1 C— 



( 6 ) J5^ 
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J Li 1 ^ ^ SJj ts ü l âj~^ J[iJj^ q+ (jÿJl 2 . »h> * I l oUUjjJI é J& ^l j->\ J j 


91 



[ 12 ] 






92 


♦ dûllJi $ 4 J 

^ .,.. ft > ÿ &-' dÛ -.-A-t-Û LûJ 1 4 , ^ d5 -> U) (» ^Û<^-ûl ^ 4 — ^w>* 4 J~^* r Çj* 4-Ot J!" ) ^b.C^l ^y>Ct^uxJ 

* ^l ^uJ l ^ cab JÛ l ^ opLaaj* ^âJI ^ ^ 

4 t J^Jl JjyL*J1 ^vûJL:»I La C| ^JbJ! ^^>-1 U 5 ^Ul ^ JaVI <%à»Jl v>H ij ^ 

6 n. i ,*a ÜJ **1 O ~ày-iS' ^y*> yJjAj ^o - V i ■> V ^ l» l Ci^ ^3 -le- ^.Au.J'-l L&J? 

« ^j—^*-w 5 JL>.l r ^1 1 

4 3-j Lûl ( *^ ^ ) i^jjyiü ba VI $ d> ^ Jj x > i_abaJl ojtS^ ÿ i [a jlxJI ] it-Ü j a 

1—*»»'■ ■■ aC rJ^ ,r> '^ 4 ^• | i ^* t ^ 4 -<vi A i i . ^ ^ J »i n » ^ 1 a»>»û ca^ dÂl ^yMi J^ l**-^ LLJ û l a ac* L^sLfi ^(*7 ^ a^j^-û ÿ 

4 1 a .-^M) hl^>>î^ ^ Jw i ^ 1 

4 — *-> b_< d^jl^vw ^ ^j$ ^)^~i ^^ b^»** b jjî (» ^ d^ùLo^ L& a je- ytj^ 

* Jj VI J=yL?*J! jjz j 6 ^i.^ dû ^j^l 9 * d^süi^JI cJ«^_>JI j ac- ( y^ ^ 

^ ) UJ b ^ ^ ^ lj^£> ^-ab*Jl ^ ^tüLül ^ d â J h.' >»Q ^wwLjüI o cJ^->-î cj^s- * ^J^.i.~ ^ 

lIj — _ J i^uui<, ( 9^-^'~Î àj^S' t jujL 6 ^ üL u^ujL- ^ 5yUî aJJ gp*' 1 ^ * ci^p^VI 

♦ ^ dJaiL=-«I$ « i-uLjJI ^j-o ^ Il£ û ^ 5iJl^ 

^..i — .i. p ^*«*->J li^Jl ÿ d’ Â i xj H rt 6 *aj UJI (» u>$j-^ïï iili a ac* d^oJS' c-5^--** ^ a »ic* 

4 1 ■^ s *^>») ' ^ ^ pl Xo t*jLi 4 ^ ^ 1 -^«JU 5 

a 1 ~"‘T!' ^ ~ f ^ ^ ÿ ^ ^ ÿ l*ÿil 'Srfi* 31 ^ ^j' 51 ^ ' Ci » Jl ÿ 4^ i« P ^L,ÿ2^f ^|P% 4 i Ai u 

4 A>*l^>| ^ 4^4 J? v. --* 1 "" V yül 3 jLui«Jl ^I^JI Jg^ aj s»o J I itJ aie- 

a *x ~ ..p *>îaJ çp** -^a>*i U ^ U ^ ylJül ^ 

ÿ 4 .1^ *6 4a-wL<k-*Ji ù (,^9^->*f "4 j^S* LAj La <^ t.. ^jS ^> cjuS* 4 i 4-oJ^a ^ î ^ (J?"^ oUXl) 

4 4 a-J^, Vi 6 ^ ^ ^ LjU* 

^j ——wï y£> Lo-i 5 dii J ^*ÿ 4 L ^5 ^ l 3 ^->“Î 4 j^^ ^UjLll çjJ»CLjaJ j dLl J& j 

\ . A-ûi ci^aa ^ dÛ^ dû a ^- 4 u>a ^ U ^11 j lj5aJL> d^Ua l<k *9 ^ jl^iûL» â-j^-ccj 

a a . . .c ÿS*ïJ> dû^-*a»>-l La^ 4 a 4 ^-*^ ^J| yûi LûuJI ^-0 dû Ljûtiî 

* 0 aû a^L VI jku, V u yll oLÛI 

4 1 ^ . . .. j . ^ * Lt-û^u.^ |rûj ^ ^ 4-JÏ ^ ^ ^ a<^ b jLui ( 3 ^ ( 3 ^^ 3 ^ ^a^jû! , ^aL>J! 

4 c ^-y V 6 ^ ^ dJLÎb ^ 4 jt^aaJ! ^ ybül c^bûl 4 ^ia 

* [ (J^l-d>eîb Ûl^ol ♦ t ^a] 

C^UJI ^j-0 j-'Xp f ^aLrû! yjJl J cab-J^>ûl ^11 caLû^Jl ^j-0 JjJlLu^I b (^b^->Jl (j 1^ UJ ^ 

( 74 ) ; ^—^üj ù l< 5 â±a\ ! i ^i jjx^^n üS> 5 ju\'i oiX ^ ljÎ _l£ii iôa^ JjSm 

^ g— f U ^UL m 1 ^ û2-*c VI 4 *Xik 6 ^ L*J^«ul 6 i—2-^Jl ^JVjLj 1 ^.o C| eâJÜl ^ I 1 I JLjy 0 c^9-!^ 

%j a i—'j V j^j L.îww*<kJ! 4 IÜ jj j ^ ^ ^-I^a VL» 4 Lii->üf ^ 6 <j^''' J-V 3 ^ L? 4 jLaJ^j>- ^îl j^JI 
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ç - C C C C 

► 3 \ 3 - i' L ' J Cl*-** ^ÿbJJ ÿ ^yu->j* L& * 3 I C--I/® £*^"«' 

. «-JJ JS* ^lii ’ 5 Uyî 

* *X? in *_Sj- -'^ J~-J^ 1 '^v—“’-V ^ 3^y- ^ ÿ ^LjS 4 *JI G>^ 3^ 


t[*jJL*4 ] 

^__ c.iujL J 4 2 ^<mJ 2 j-^^ii oy^ï~si^ü\ ci^^‘1 j_>-V 1 jfi* jji loi J6 1 

* ^1* c ^j->" ^ ^ j c-L 5 **^ ôj-tjS' 

J-j g Lî âj~L« jJÜ <* 3~J U^Jl o^>J j^«/L*Jl ^ (j ^ (j [ 5 

♦ O-Ju* (^J)y>- c 3 -jLî J J 6 (_9^->-f C-LJb* 

l —,.,.9 jG 3 3 ^Lî d^^-îwL^ Q^t 6 «j^b-lJ! (j-® CrU^* ^^w»Lül ^15*^1 ^ 

^ 3 ~y 1 ■ .. ^Jüi a JL& -Jj-^ 2 LbS * ^ L^~U *X>-I^ J g c3^->-f ôj^S' qa c.iüîj ^ 

qa JL=-U J L ^Jw Q Lapî 3-1** 6 (j* Q ^ ^ CT 6 Û * 3 "^ Cf* * J .l/"“' 2 O ^ ^5*^ 

3—-jJ LUI ^ya La&î âj-âï ÿ* 6 u\j~£* ^G l-^*-w Cj^t ^*- J Jj wW/ ^ * 03^ Ù* W*** ^ L^-** ^ 3 O 3"^ 03""^ 

* ^Jtsl L5f dU i dU ^03^ Cr* W -* 6 Cri*H lP 2 «^jf 3 ^ ^ L^ â^v 6 

J U..„c- J- ?vj>«J ^ L ttU 3 * ^ ^ ^ {*& 6 ^l i jLül ^ ^ ^ cj -14 ^ 3 

^ ^ JSU U5* Ja.f J1 ^iu ÿ ÜLa^î ^ ^ «J ÿ LI 3 JÎ 

X [ lobO J 

: L ^11 b li 6 ^ ^ <iJJ <3 ^ 3 

^ (J^,—>> Lfiiy-^s^î Q^t O^ bfel •^ > *|- , , *3aiL V obJÛI J fX*** b J^f i 

I ç „ - - - ,n * » ^ LH 3 ^ ^ d^«L>^ ^ àjy* L^jü^>w ci^->-VI 4 ^-w>J 1 c^l^ ç ^3^ 6 L>7-J 3jw^c- ^ 

4 I w^v) ^ u üjl vii^l ^1 L-&iX^ ^ 1 âJLa "*•<> 

* c 

* J JL*Jb Ltoj-jA>* ^çll Li^ Cr^P dJlL^oJI Lo i 

d-J ^3 J U ^1 gj Juu ^ g ^ ^ ^ ^5jijioJl ijk ^ ^1 ^î&jJ j 

$ ù~> bî JL- L» î jljJ «5 * ^£üb t^p-î 3 jJ& JJ çL U Lu-v^ -15 ^ «J^ 

^ ^Ijî : J^lii 4 3-^*jJi jjx* ^tUJl ^ 3Ü1 >«o d^%^uuj]l G c_9j~>-l à y***' Q* j 3-ftJ^JI 

l 5 ^ 3 o'J 5 *- î ^ aJ J t-^l^ JaJ b jjî 6 bj ^ 5 /^^ d-^L^ L^j jc-^-^JI 

# VI -jp^5La»oJl ^ 4stlÀ-3*JlS ♦ «^JD <çjJ>yS * 3*Ül-t»*oJi c3j^->JI J JC- 

^ t.iâj Lq 5* ? c_J >->*V 1 3jm^jLLJ ^ ^ Isjfj ^ * Li Jl>-Î ^ 3Âb>> 3<^^JÜI cJ^h^Î ^ 

J^c^LLvoJl y& j idü j Liâ->Ji5 « c^“ d-*-«JÜl Jl>-Î <) 3âL>»o 3-^-«J*JI a Ojh>-î LJ-üt» J' J 3 -j^«J 

. Jllîl 

# 3VQ i^JLl .^J>*-k^ * p » 1 —Â « LoS^ G cP* L^m i_?j->- 5 3t 9 f^>-^wl ilLb J JS- 4a£ <_jc )j->- ^Lij î J Jt ^ 
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—, JI t j-ft à af L> $ > oltA» o^"j 6 ‘-d-J q« dULJI r—y-j-ï* 

* LUu o;yk‘ 3 ‘-xL *-*/-»• y (jL-*» o Lh>- 3 ^jl J/S« <»-« ^lip- ^ÂJl ç-iJI dULÜi t je. 


t [ "«JL~4S | 

O* ^ 3-^*; ^ ^-X* ci^r»- o- 0 Lût L x' u> 3 ^\ 2jJxi>J\ oLJxJI 0 I : J^iii: . LjL« ^1 jjjJ 3 

* 0~^J~~*~ t_5^ ^ ^ ^ & ca^->-î 5^-«*c- U L&^j5L 05^ 

09 —L ^ ^ d^/UI (.. jyJ <, ^1 dJ J ù5 J U;i ^ 6 uij^-f 2 jOs. ^ L ^JI ^ x i 5 î ^LU , 

* (J -L tw L_^a* jj^u U ^ VI c5 l Lw tw^io ciJxi-i U 

• d^-AxxjJl ( ) j) dJL-bd^ 3-~"^LÜÎ ( ^) ^j~L -, 

* CrtPy*^ 3^ oe^pül Ujï-I^ cJj->J Ul 6 j^iLsJI ^ç-wlxJl ^ 5-âil>*o 3-jU-Ül 5 Î 

^î 3 —Üi>kJI j*JuJI u)^jj>J\ ^ jj*ij ci^pJ U[ 6 3 jj£* 3^ d^LJI 3-OLÜI ^ dilii^ 3^i-cjl ^î 

» ein^î 3 J Ml) ^î 

Uja ^ 0 Cr&J^ ~ â Jr^ ^^ ^\ 3 * Cr^J^ jfl **^3 ci^>J Ll 33-*oj ^1 ^ 3Ü2>* dl^JI ^1 

o-A 4 jjxz 0 l o^JsjMüs jjZ* 3^ o^r U^a>*V UM; ^UJ 5 3^ 

o [ cJ/J 3^^ ^f ] âjA âj* V ^ 

3 * ^ lX 5 ^*! 3 <_ij^>JI (X° * J - >- ^3 l -Ax > ^ ^*1 4 ^33^* (^p-VI * i»ti-Jl ÿ â - âJ j- âo â^u*J*JI ^1 

al ^ . iw>l: ^UU ^ o-ÿj* • Xa -'^ ^ ï-îwjÎ ^LiD ^îj* Ua a^V (^&) j j oJlS” t âl e 
tlrX'è'U jd/i ^ ) la a^V Cri-'X 3 l~A a^V ^L ij^î S-î^LÜ lIjjZ* 

ù3^ 3^ 5 X 2 X *i»M 3 àX> ^ 5 La a-^V jjSb Ù L cj^ï 2-,-w,^ 3 ù5 _ < u 5 Î . 5^ 2^ 

^ ^ ^ ^ LfJ>- 6 (_5^->-î 2-uxXj ijf*A 3 '»».>J1 

La ( ) jj£a 0 L Ll ? L^a* Ll & 2 jJÛ saaJl ( ^ ^ ) 5 2Jdü* 2 _»^ ^1 } î 

d-laS” ^'-*^3 °'x c)L* Lis a>.'V 5 Î 4 ^ J ç>J La 5 f 6 2 ^ ^biJ } ^\y, 334 

j)î ia-lj-« ca>l3 c J Li iJ s on?y> (^Lll^j^ (^^) baaj-V o ^*. o/A/3J^tÜü«JI dJi j^b^î 

- ; 03^3* *f>*j* cri")L 5 ol^oç-yf (^1) Ia a^V 5 Î àa^UJI ^ aJ 5 ,/j ( 60 )j^Lj 

( )Ia a^-V 5 Î 5 2j* 1 ) 2j* La« tlr aaV<, 2-JlJI dji^pjl S-*_ySU 2j£* SjaJI 

4 3 j* ôj* d^^vllU ÿ oîj-o 

^LÜJ 3 2y, La a^-S ( 60 ) jjxz 0 L (jd^J Ll 3 a^-l 5 d^-L LL 2 JS» 3-j^JI 5 2Àh:~> 3 .LUI 0 £ô 5 Ï 

•^1 J * C^* <^> ol^ i.t-31: La a^- N i ^î ol^ ^LlU 3 o^?j* La a^-V ^î 0 c^l^o e^« 

ï x- a L_a ji^S} jr ùz } \6 ^^^aJlUJ Cjï^ij* ^yOiy j^xr, 0 L d^-î 2->U 2-^JI dJb 5 Î ] 
ù-^> c**"^ jÊ" 3* 5 x ^Lii^ ol/ xLw ol^»c-)L Cr a3) ! J d^ 5 î ol^^Lx'lall ? 'jOj* ^LU! 3 

♦ [ LL UL/ M-* 1 JL»J LJ Ü ^ 

s 'L-L 3 *r L^ a a-^V 0 L 3 \ a_dj dpJ L! 3-aLül « ^Liü« 0 L* s il ( 6 ^ ) ù5 fu J 
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; àJ^^}\ & J Jù itij.-jOu ^Liô L6 4<JL«**J1 â *A-& jJoP w ; *3is 




. (46) 



0 ^lu ^U^pi 

r‘— }jù^ û 

dJL (,1)5*^ O 

û 1 - 1 û> ! Cr" 36, 

J 5 1 Cr^ 

d 

d) 

d) 

3 

3 


(3) Ji-M- 


ijjS, li 3 ^( 49 ) L-^J^aai. (48) L^jlU ( 47 )^L^- aS 0 -J,Vl ^*131 -uji* sJLJI jlêü f 

* ^* j-d£ü ^ 6 a J Làjl lij^ 6 L^jLapf O^Lwu Us^>-Vl 3*1 ^Lül Jl^j ^ » j j i ^ 

+ 4jÿ ..j^xll ^ l* ^jLjl ^ SjjnU y/ 3*1 6 O^-J 4^U4.:>' (j-û ç«^-v5 ♦ dJ û d) 6 dJ 

gp^ dli j ^ ♦ 3 SwI^UÜl 0 i^JÎ qa c-«3 J.a$* 1 jjü <_i<^->- ^Lj^î [j jp] 

« C> j^jS' 0 USj lw 6 dU 

■jySu.ç^bt) a>5 ^1 dLl j ^ ^(jJVI ^Lsêl ^ L«-»£>5 i_i«y-jJI ,y> ^-«àj ,_^) dbV dJ j o^V'- 5 

^\ 0 i^U *xsS dJLül ^ ^Lj^aP-Vi ^^53 3~>l^Ul ^*1*1 dD JÜ JL>^j G Lüll ^ VI &i? 

♦ ^ L*à-& ^ dLi ^ * ^jiL U dU JiS' <j * V l 


U 

û 


: J—aô 

» l_jjy-=vll ipU_>ül ^-to 6 I JL*> Lîx=»-^U=>_«»I ^ la eijbjl 

t Cj L-» *<J 

cr° ^ ^ lijb ^ • tdJl* 5 jjLui* ^li^ 3 jjI Jji* aU> ^li^>- o ci^I 3 -*^U ^ 

V (dJ*o j) ^ L uJio ^ 5 d> ^ A< * 4 Û M/ J> ' <* t-ij-J 3 vA^0u>* ^-jQ ^>-«Uô lJu*^ ( J—5* 6 o^->Jl 

2 C 5 ifît) 1 4 dfc ^jgk* L^».\ ^U ^ 

wl^5 (t w& 6 n.î>* 6 o 6 1 

•J^ 0 0 

Ji5 

î 3JÜIo liû|^->- ^Luj U C^U ^J-aoJ ^ 

, J J 1 I 
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[r-dL«] 

^ ^ cjüLi: obJxlI a ap ^ î b Jj f : jlls jL Q y * b a*aào Jl JLaüJÿ 6 dU J Ji jl c 3 

♦ d^a^P 3 o^^>-3J^b qa Je a>J (Ja^ja- 

_^ -> " O ^ J->J <— 9^J~>~ J Jfr f d-f~>3 3 » C_9^*>' <J-ajSjl J jjb V 1 ^Je VjÎ (Jvi a J? 

^ < ^a iL *^ u9 ^y>^xS * ÿ î^jf 3 *j 3b 6 3bo 6 ^-^Aj^lu ^ Î^jî J ae ^3^! ^ I ^le b ^-^5 ^ * ^Jj^LfcS 

a —■ cy a a, »J l ô 1~ ~ ^Jp [î al jc-î] y/ 6 3<-'^)b â J->>1^ j^uj l^Ji(43) 

o~a>J dbî J-3b 3 32 

( j^- * —a j»rf J a^I^JI t—alo_/ ^ ♦ 3^261 s îj^aJI ^ â-& Je J 6 3J3b Jl ç 

Q- 0 £ 0 ^w b-cï -,-<iJ_>»ôJl çt * d-tS" ^-<ui^ûJl j^A * 4-ü^ 3 J 3 » jbuH J d~%A 4 -Jb 3 J 3 bJl 

j j-» a L^ o o 3 -j J" (,—l^a«Jî J ap J ù~>j.*h£i 3 JaL>J 3 ^jSl^uüî ^ Cl> 15^J1 ^Jjs3? d^JX» ^bàjî 

^ ■ "” ■ j ^J1 a-^J ^3j j> ~ ü* t —^_J1 obü\Ji j js- ^UJI QÿjLk$ * jlajl î Jl& j b i^bjs U5* Ù I > JÎ sa 3b 

* d» , 3 b b^Juj d-oJ^ 

O b— ^iC ll J ÜP ^ 3 ^$ 6 ^>J\ 0 ^->-î ^4.J>W «, jî 3 C-i^J>-î d-'3b 3^ b-x9 ali jjx» ( J» . « *.11 i JL& 

^S SK ^3 J>m ja^J ^ 3 6 2 (jr* bftj«5Î ^ 3w3b ^ L &j-x^o\ ^ I Je 3 J^j ^ jJüLloJl 

4 d a>.^ dd J ^ * 


1 . 

Lmj W >-iA« «JLmm» 

(j ' —. 5 ae dJ" J 03^ O ^ |b^a* J- 3 ^ a; f b jj f (, 3^^1x« L^jIJÎ j-ij^ tj b^aè*? 3JL>> 

« d-o Jljco q I jî ^j -0 3-0 J-Xq 

ü&- O ^ b^-** (j 1 b Jj f 6 3^ai*P b^j I jî 6 yj-^ ^ L«aef jj-o 3-oJ-*»o 3 Jo_->- : aJJ J ^0 jlJo 

4ti^ ^ 3 6 Cr° : ü* J 

♦ J b^J I jî ^ 

a>^ b Jj\ t cJ? j ^btaP^I j^*a o*b-&^ J b^» Je (^ 3 —3 ae ci-/ a^>^ 6 jjLwoJi d a_^ ta>lo1 j| â 

• obj3wJ* J ^ 3 ^ ^î Jp bj^o 

<3 -^ 0-9^^ û^ ù ^3^~ ^ 3 ***)y* J J? 03^ O* O ^ aliJiS aUJ^l^ bal 3 

. f - 1 * 

t_j >3 3 a-*!) 3 -j1^-w ^ 1 3 JÎ dJaixll { ^ij l^aJl 3 ae ^ li g 3 ! ^baef L33bi.â>-I g 3vioj>üb 3 

{, 3*5 b u «« b d a^5* ( - 3 , ’3^- > '‘>il alb b yy*^ ^ 5 o—^ d a^S* d ap <^ d*lo-ï>-^> g b d-^j$* 

* 1 —~jj bapf ^s 

^3.. -J ^-0 ^ ^ b-.-^—^ a-=-t3 b^w*^ ^ b-jj 3 p g I3ÜÎ d»-***oj>- baef jujbj ù*-Aj-*m * ali a 

^ b~— -^ap g ( ^jï 3^aLa ^<1 q 3 $j 3*-» l^ ^ ù b^f 3J-« 3 a .^13 

1 a ^3 ^ iv—J b^Juo ^jj-uk-tî ^ G ^ baP-î 3-i-^ 3 a^-^ ^o b-^JLo a^ L^ao 



y / 


* *Xl t V<,3-JxJi 

.^_»- ^ ^_jp bJ^ LjbJ ù^ù! > * 5«^3b && b^îi o I Up*- ^b ûP 6 b Jjl I jli 

♦ c j5L« 3 t-^}b ^bJI <j^ 3 obj-^- e^Lv^ ajl 

UJl ^ül 3 -a-»jÏ J* ^jlnil ^L^î ^üt Vy^ b b 6 LJ^b ^b* ^1 * 

^ cJbÜi ^Ul ^-1 ^*J 1 3 J^b L/,Ja 3 d--*^ b-J ^ 3 ^$ ♦ cJbJl t_i^->Jl ijft' Cl/LisLxIoJI 

l—^î c5 & 3 O^y' 5 5—4^- ( ^ JL*? 6 ( ^ ^ L^i^A 3 ! b^aU 3 Ï b^A J^l cip-Ji ^^*6 ^Lül ^ 3 ^ 

* ^ O lS^~>vi l d —^>—>* ^ J-A ^Ul 

, .^L»J j jjU dJ joo~^ L^l .1 5-a^jî y û^-^-ob y» y»JI jU 5 f( ^ t -r' J ^“*■’ l-J-y o^ûi 3 

^^-jLülei^pdl y£- oLdl*-*J o^-»^ya j 5 6 cu-LiJI ^ L^u« Jaï**u 


O - ^“" 3 


t' 


_*A ^Lo 4 d-_3V^uJ viiü -3^6 


eJJ i ^ 6 Jj'VI uij->JI (oLsüaül c^b^>JI ^^ajJ U 3 & 3w3b ^ 

J->1^ ^ 


> o^r 3 


« L ^> o 5 ^*'- > “ ^ ^e«b d/ bi5 b*JLc>Jl 3 Cdbj->«J 1 <3* 3 o. 

^ n j L: j 5—1 dJ 6 3-_a«^l y ^jaw' ^ ^ <db ya yJl lo-wU_^ o^*Oc^ 

(_jj _>JI ^S- oLiÿl X-7o.il (^ ^) yï ^ (, çdjjl J* (j^-oLi-JI 03^“ Lf^» J =î S-*" <> ïdU c>^« ^ 

' - - - -“ - E ■• . cjllll 


dJ 


cr^- 


^ ^ ^ ^ ^ — - v_ 

, j-„Ac bj| î^pi ^S'i^xül ^ C^b^-->J1 3 w^w>- 3 -yb^Jl <>-o*^JÎ 6 b ÿ (» d-J^b dJJ J ^ 

2 __ 6 b^Jui ^ül 3 ib c>« _5 ^ ^ tLÜ J <JaL«J> j S zj LmZ * ^_»^b ^ ^ . „ 

# t....ijj^>- ^ oLsLhJaJI ^i^uji 5 ob^^ji 3 ~^ ^ ^u^ji ^b^f ^ ^ 3 jl^ ^ ^ 

Jü j ^ 3 4 0 5l^ji ^ ol^pjl ^U^Ji ^b^î ^ [3oojf ] Ai&ù L^I o^ùl 5 

4 0 51 ^l/cb^J! ^ ^>lUi^î JdJ>U 

obS^-aJÏ Jr^*^ 2o5bJî ^b^î ( ^ ^) ^ 3 -^yb 1 jJ ÂaJSJI [lJ^^-^] ^ ^ (j* J^*aJ ilbb 6 dJcu>JL 3 

<_^*2U ^ l JL>-I^ 5 aJSJI J JP ^ ^ VI ^ 2 b^l 3 J)b ^ db j 5 (» 2 

çb^f [(^ j b^ * Ui * i^îojf ^ bi^l ^c^b/->Jl Cr 4 ^L^f 

♦ 3-aJÛI (j^bî [*V1 ^ 51 ^-uJl ^ ob^->JI vJ^~^ d-oJxJI 

« ^ JLAj U5" (jiÿ-^J ^ 3 3-cma->- dUçyAoJsw ù 3 J^)b d^yb-Ül ^L{i?^î ^ L-Sy,s ’^bLau ilLli Û d-k^Db b 

3-J}b L^U^ti ( ^ ^ ) uijds- ^ c-jb" ÿ I ^ # ^t^uji ^ ob/->Jl ^-jp b^l L^pL^ti 6 d^-ybJ e^b' ù l ^ 

4 Jaâs 

^ 51 ^-aJI ^c^b^->Ji 2 -^ ij* ^bJl ^biïjf ^ q î jJ* j jJ-\ *>5 

jT> 0 ^ ÿ (f d-'^b ijS 


. 15^1 5w / jJ >- ^*^0 ^LJl çbijî K^tjsèu ^ 1 d-AolxJi Lj>JJ~>- (jA J w , , w 

* ^ c^b^J>Jl ( J>-Î ^ d^J^Jl ^U^î jJïS ^b* Lsi 6 Jp^>aJI d^Jp jyp Ui * 3*->^b ^ 2 

: 3^1 d j^& ^ Jj>- bl*.^. a d-Jl U-^ b JiP^ ^ I jLaa ^ 3 ^ [V ] 3 


( 2 ) cb- 
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( Uxu-^U U jL vi5 C-JUJI ci j^>J\ y~yS G OjJ qa O^'Ui Up- C- j\j 

ù "* u 5 ^ ^ ^ â-^wL . tjr^j-^’ ûP 3-^-îXi! ( ^ ^jLP*^ y^ JvLl y* jl:Àj ^ ^ LÜb 

ü* S Jù &i ù f 6 <-pJ 3-^ï ^ C^ti9 6Üp o j\j 0 U * t U,r 50^ cip-^-î SJ^Ü 

d^x-ijî i_i^-î 3w_*wjî ^j-o L ^JI <mJSJJ ^ 3^9 » c^jLlii JUj:. eJbJI 3 ^ LU! o J3VI c ^ n «w 3*i*uJI 

J 5 (3? O 3^ Ù* 4 6 ci > ^J! jjî 6 cipJ 3_~^ ^ c^lSi 6^ o jlj ^li * 03J^ 3 

sT'^' ^ cr^t (jM \jj»$ 2^jj\ ^JÜI â^ÛltJ^pJ jül Lci*> c - r _^j^ ^Soi^Vl ^( 21 ) ju-!^ 
CrP^ 3 3JU ù3 Sui * u.,ô 5 ^^-*J 3 l^j e y\ J dU J 3 6 çiljJI ( 2 5 ) Jlo^i ^ jJ\ cJLÜ! 3 Î 

♦ U L aüib ^oai) Ai£ 5 * C^-^ 3wu*4_i- L-& J JC d-ojS^ C-i^pd Uci? 3 

£ ^ - *4 â ^ **/■** o Jjî 3 üp>- L^5 3 Lp3p~ j JC- 3 -üf dix* I il c <cl dU J ^ 

<s ^L 3 a-x-^f U 3 3J) ] J U 3 <J I -^3 <-- 3 -^ ^4 6 dib 033 -^ 

c 5 T~—i V<; -*J 1 Ji^ 24 ) cjr^° O ^ Jl 3 J (j^p c 5 ^ **P L>*^ J *- i -^ ^ U dJ JfT 3 

I-- eJ j 3 . a-jl]l d± 033 -^ £- 1^3 î J Je- 3 -^i J JjJI^ ^^>-1 Ui # iJill ^ 33^4 Je 3 ^ ^JJi j j ojl 

» aJi—j_> ÜJ 3 Î 


v *<uj 1j *<d Ifc^ 

3(^1-*^P“ 3I ^-ip" [^ ^] 3 033->JI eib J Je 3 -oJS ci33^-^L^Î J je ^JUj ^1 b J3I 

. 1—^3^-%* ^3^3^» ( ^ ) 

1 - fri? J&. V^Lo 3 ^ 033^1^ J Je( ) 0 Î 0^3 03-^ 4^33^1^ dU j J J«^JI 

*- û ^ ; ^ ^ ^ * bij-yiw j 2 ^jSaJ\ ijlll 033-^ 3 Je 1^33^ 5 Je 3 03^ 

Ui* â-^jiJI a^JÜI ij *^-^1 ci^JI ^033^ ^JItJ33^Jl \ô Je] 1^933^3 Je 6 l*Jb ^ 

* 3 m^ 33 UJI 5-oJxJI ^- 933 -^^ 1 ^ 33 ? J Je 3 -i^ dÜ 

ci 3 3 ^>JI dLL^ ^3 ^J ( ) ^U 6 3 a>-I^Jl 3-JlJI ^ I j£L> 0 t5* I j[ J^-^l cipJI 

O 1 -Op * Jïj^ J ^ J - 0 L^3^3-<w£^Up 3Î J Je 0 aiJli-ô clJ^ 3 J g JUixJl ^ 

3^3— ^irt s JJe ( ^ J^* [ 3 ^ 3 I ] 3 ^>U 3 ! 

c-~^*->J J ^ ^ dü 1 J^i ♦ 5-oJSjl 033 ^- 1 Je 1^ Ujû^ 3 je r .Sz 

( 2y\ ^ 1 PQ ^ wvyy C'v 

v <. r p 3 uc-diJjS'j . ( ) u£ (J •&>■ 6 a^-ljJI (J^>JI r Jz t JP 

1 a—Et^x, ^ ijjjJ ( ) ï*£ ci« ij->- ^ ) J je Li .1 6 cJb (_j^>. Lf_â ^L'i"^I ^ . s^;lj 

J JC ^s y- Ls . eJâà^>- ^jjl *Jc yj y. Us , J L^iaw. (^ 1 ) oUJSJ! d âft Oj)^ ^Lijî 

♦ ^ ^ â-^3-UJl 3 <JÙ 1 < $3j->- ^Uc^I 

♦ O^-I^l ci 3 ->JI 3 -^i O ^P. u^ ^ i ^ Lsa^ 3 

: *iJL^ 

*P1P- u5^ oUïL«Jî*Jl ( j 5 Ï 3 ^J 1 3 < 0 ^ 3 ^! (jr« â J^Jl io 3 wLxc 3 Je ^L»«j ^! b Jjl ' 
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< ^*dl>^<^dd-« OÜld! ^ 1 ^ l^jî <ÎUO-L 3~'V-' ^dJ! ^j>- jjjO |~ j) "J 6 d-o Oild! 

d«J JlT j (, ^y, j Lm JI ^^1) ôa O dd l l^J V! d-dd ^ cty\j>A ^ju O Lcujl oi >UI (^r 6 3 ^ LÏ*** i-'d! 

a—wl^t qQ * ^«LJI d-o oüidl ^jl^Vl (j â-»>L> ^T^a->-o^ ^;,LdI ^^dl 

d-^-^I ^j-o âOJldl âd^Jdl ^ I jl>-Î^ jJ! ^kdl jJ^VI c^-Ji ^ ç**y dJ j ( Jj>-^>U ♦ cdldi ^dd| ^ 
3d}b ti^' 4^1^' o^di Q^IS JASJI à^L ^dl o^-JI fj f»y $ 

dvo 0il Jl o l^JV1 ^ !^jf d-*^i-' d'-'^w ^jd! <—.*^j I^^-cd! 3 Op- y^ dü J j 6 J-« oild! I^-îV ! Cr° O ^3^ 


dJd Jl 5 * jj * d^rojï dU J ^ 6 ddldl O-dl ^.o ^-dj VI ^ y r , J 1 ^ji U ^cl^-o jjlct ^_&> L vTaA dU J?J a ♦ ^^ôLdl £) 3 ^ 

c c 

l -— JL -^* J? J -?* J ’ J^VI 0*JI dJ^ldl £^<l->*û JO* ^l^Jl J^ Ojdl ( j-0 cJbJi O^dl ^ C T~"i*~ 

J <J J-„>JI ^_£x5 î dJLlil ] J^ J_>J1 jj-o çdjJ J^ Jl>JI d Jol^>- ^Jjjd ^ J<w*Jl djJ J$* ÿ ♦ 4^-ÔP- dU j ^ 

* Ù* tÿ^-H cb [cr* LtJl-lJi Jô J„>JI J * ( ^;Ll]l ^ cJLlJI 

^-I^>l5' ^ dJIdl ,-î.*^I^«JI bldl ^ ^A5 t t JjJ ^ t J ^ .. ^ JI dü t^* ^ 

_^LuJl ^ ^*^°l-dî ki>JI d^j>-tT ^ ^yj «jl^ouJl ^>>LuJI Jj *i>*Jl ^^■'■^' ^ ,^oLdl ^jû j^v jLuJI Jj *x>«Jl 

&-* 6 ^ tUJl Ji 1 ^ ci ^i 3 » ^«CuLjJI jJ^j- 0 ^cûi-A«Ji ^ vX>lJI ÿ ^J^oLdî ^-4 «LjÜI y/^*b * , ^ :> ^^ 

* J-dJUL ^ lj)jî ùj-àï' ÿ* d JL>-1^ dwji^v^i 4^5 d^J 6 I -dû IjJLb» 


5 -i^ ^ll ol^li^VI ^ dJ 6 ^ ad! jlâ^VI q* j-r^t ^ 3 u? ^dl I ^ a d^>-cdob ^1 ^ 

C 12 )^fcLdl J,b ^ vii! dJj U5>5 . Jtfkdl ^l^VI ^1 JJi/à ( ) d-> Lo 4jg>>d! j^d^-^dî ÿ 

* ^b dü! j * j V ! a^a5 ^ jUS^Vl d^a ^ 3 

t J j J^eîL J^jJI Ax dtf? 

O '3 -JÎ 3-il^l ^ ^ î ^ Lfi* JjI^v ^ o Jjî 3 * i ^** û^" ' ^ 

j a.—,—o a^w L^l J^s- an ^ ^ I^JÎ a a_dT j J jt {j,dll ^^JJL 1 ac-U^ a,>JI ^i J-*-*- ad? û 3-o^i-xo 

d—d à o ^J I ai a^î ^-o 4,1.1 * « ■>- ^ V^ a.=dl ^a-^b ^ÔJI c-^d! a a_x5 * 3^J^v ^ ldî 

^J. ,>.,. .^,44*f ^ j->! *~?3 d <5 « {^jj\j^xJ\ j ao ^jîj dJ^aL^*! L^s * a->-Î^J! ^J| ajsdl dü a ^ d^*d! 

^..•>• ai ^ aad^ d^->- ^ a op- ^k- 4 a op ol^ o,dl ^>^ÜJL 1 opL^ ^ adl ^ ai ^ ! dU a ^ 

# j->lg tjyd ^ ^ (3^ ^ ^ Lf-^î a op( J dî*^ *—^i^adi i-^^i 

* d^d-k ^di I^aJI a oc- ^jîi <c-? ^> ^ a>vJ! 4-^? «rca>%j ^àJl a *.1^5 

a . \.... ■■—■ p d ~ do 4 i!^J! o 3 ^ ci a.dî ^ 3 ^op- ^-0 iiaxo ^ ^ ^ ^ 


“«JL** 


oP 


.1 _$y>- L^_iS )P^-i ^ j <> ^L.-^ Lfi^-- J Jp i«J^ t-j'jy- 3- ^LtijI ^ Jpa« JiP «j-j ^L-O ^,1 L Jjl 

"*jî ^Llil 3 as Jj'il ^ q La-i^ LjJ L^î ct^ ù Crt?J~ >m ù* ï^JÙI b 
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£— 

ù>- 


Cf 3 <Jb^ :* Cf 03^ Cff Cf* 3^ Cf o a.*^ jjL^oJl culots ! âli 

J}\ -* 


Cf 3 -5 ^1*11^3 aJLÜi 


02 (J^j. < 3 ^*^!. 1 ajà dJ ÿ ævJ^JÎ «-c ^ cdldJl 


I «4 ^ 

C v 


> t ÿLl ; ' <=>* 3 J^I^^UJI 


^ 3 Ù5 J ^J—^'^>' 6 d*J^J>*jl-» A * d^L? ^ ^ ^J 1 I ^> J-^-l £) ^ J 'A J fwt* ï—TïJ 1 

♦ ^ ...■ ^ ^Ads» ^*J[A ^JÜl «J hXdK* 3 i çJ^aaaJI I JL& ^jjJê ^ 

dLlll ,j>i'l ^ t ^ül d-.I^^Jl ^ 5 ^LlJI ^^ 1 ! jA&Jl ^ J? *i^Jl ^ C^JI i ü---Ia ^-ÿ « 


o 

J 


j'-tJ* 5 tiJLîJI ^ ^ Û^' J-ik* L^u! ,_ÿLlJI Jj- 1 ^ Cf ^ÿ^C^uJl ,J Cjir^l f"ÿ î * 

_jl—SUi Liàjl Jj vl>». I liUj ^ d-î^lî çiuÿ J » JjVI ^jJJ! ^a ClJIjJI ^,^JJI ç-ou>- Cf O l-*^^)l 

tC —ILJi ^ÜJ1^3 t-b^* £* g-ilr^ 03^ (^ ) c^ : " Cf 03^ JJSi iS* 3£')j^ ^ 

03^- J' ^3 0*03^ 3 *^ a jp ^ ^ ^Ujl ( ) q 5 JJI Jjli* a>Jl dJ i ^ S^jî dJ JfT ^ 


V*^' 3? - 


P O ^ l$^ < 3 ?^**^ ^du*JI ^a dJ *^3 * £~;1jJ1 3 cJLUl ç-o ^ ^LlJI £° -9 £* (j^L>JI 

J^Vl ^LsJI q^IIÎ ( ^ ç^-r cf 03^ < 3 *^ u-^l^^aJl ^ 3~*^aJI * JL& ^ ^aUJI ( ^ ) ^JUI J^Uo 


<5 -( 3 *i a ^5 i ^ 0 à^y* jl J&î ^ÜJl J 5 *^>J 1 ^ J^>- aü *^,lüi ^^111 ^-^LÜI ^0 3 

q —a iJl^JI al a&Vl ^ ^J1 1 a| t-^lj^dli * ^ a up 

♦ a-^l^ ^ l^J^M j ^î ^ ^âJl a j~dl ^11 aj>-l^Jl 

J Cr*'^^ ti - Jl111 û^* Cr° ^ 6 2a^ ^l^jf 2 J^Lj ^ <3^ c-^l^pdl aapâi^UÎ 

6 *-»Jl ^ 3 t5^ ^a^laJl ^ ^^JJl ^>- ^ ^ ^ladl 3 

O— 4 Crf^ <f £*Lf O ^ £*f~ Cf 3 ** d ^* é-**>jH\ ^ jS^^UJl ^^JJl ^ 3 

^dü . ^ aiadl S-A M< « *.J1 ^y<> (jrjr 1 ^ c5^l isf* ^ ^ 6 i-o aiidt ^l^JVI dw«*<Ladl 

O y —^ DLAâo tiJLlJl ajül ^ J^Vlo^Jl ^ ç*»y dJ 1 # ^LlH l*AjJi ^ ^a^J \J> 

o J —^ 5 ♦ <aJUH ^ ^laJl ^ cb^l ! ^Ij^JVl 5 a^ti]l ^ 3 JJ 15 J 15 ^l^aJl ^ 3 1 a-^1^ cJlaJl 

3-* <iU^^^aâ^Jl ^l^l Cf Cxf3^ i^^ l(9) O^^ycf 3 ^* <—*^j 16 ^^il jJjtadl ddL 
O — (J U 3 -^ Ual dJi 3 ^IjJl ^^JU 3-« aâlJI ^a ^jJ ^^1 cf ^ I^l 3 ap 

C1, — <J? 3 6 adlaJl a^JI ^ ^Ldl ^ àfÿc> * 3a)d dJ j ^IdJl a^Jl ^ VI 

1—aJl ^^aJI cf c 5 *^^ 1 6 ^UJl ^^dij-»ladl o^Jl iid a ^ 6 ctJLUI o-«dl cf , aJLlJI 

o—•* ub^' <o^Jl 3 JM 1 JI Jg U y*» La^l dJà 3 <, u ^laJl ^^113-4 aâ^JI 

6 «w-^a^aJl 1 â^s JpùI a£& ^ . 3-ax cJLUI J5a-=J1 ^ cJlaJl ci^JI ^ * 3ja dJà^ o ^llll a>Jl 

; ^wlaJl a->JI^ c^çJl 3-^ N iI ^-^0 Jio 6 cJLUl a^Jl ^ $ <* d-JL ^Jül cu^dl ^ ^1 

l^ü' 3^ 6 cr 4 3w«^aJl 3 ^ijl c^-JI ^ 3 • S^apdJà^ 

û— 0 +*)j^ ^1 Cf O ^ ^ ^ >•* aJlaJl a.*dl jj/a3 „ tiJLlll a^>Jl 

c 

» (jl^JI sa^b 

dJ>llJI ÇA JA.>. ^ ( ys l^li 6 ^ Î^JÎ d-A^Î (_jA (J fJI C_--Jl^'jl JJfrdi^du> UÎ 5 
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h 


t L$J 4^1*3»^ ^ *«J L **A 

"J-J O—^ Cs* 303^ 03 ^ ü* 6 ^î b Jjf 6 j^->JI ^r» 

^ ^ l^jî â^lc- ^->-î 0^*^ O ^ t_5^ c ^ 3 O <j^!^b d*^b ÿ*> L j 

^ m >j j IjJÜl ^^4->- «J *-i& ^5* ^1 6 L^j 4 2^ 1^--^ l^jî (t i—»-^7 î 4 Ji>l ^jJc- ^^ ,-, j 
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Annexe II 


A.- RESULTATS GENERAUX 
I. Ibn al-Bannâ 1 ♦ 

Sachant que Pi| est le nombre-trigone défini par : 

H - i + H' 1 ; p 5 3 1 

on a : 

Proposition 1. : 

n- 2 

C 5 = > P Ô = n(n-l)(n-2) 
n Z_j r 3 6 

d=l 

et [ pour 3 £ p < n] • 

C P = B— (P-l) xC P-l 
u p n 

Preuve : 

= "l* [ = ] (1) 

11 1 2 

y 

D’autre part, à chaque élément de C n , on associe un des [n-2] élé¬ 
ments restants. On obtient donc : 

(n-2)C^ 


mais comme 


[d'après (l) ], 
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p 

il a été nécessaire de répéter,dans (n-2)C n , trois fois chaque com¬ 
binaisons de trois éléments, elle et [deux de] ses permutations.En 
effet, la combinaison : 

{a, b, c} 

provient de : 


{(a,b), c } , de {(a,c), b} , ou de {(b,c), a} 

Ces trois permutations correspondent donc à une seule combinaison. 
D’où : 


De même : 

car, 

et 


C n “ <»-2 >($«o£) = (2) 

d’après (l), pour n=4 , 
d’après (2), pour n=4 . 



Donc chaque combinaison de trois éléments est répétée quatre fois, 
selon quatre permutations différentes. D’où : 



On aura de même : 



Et, d’une façon générale : 

C P = n(n-l) ... (n-p+l) 
n 1 x 2 x ... 'xp 
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On obtient un entier en simplifiant la fraction par élimination des 
facteurs communs au numérateur et au dénominateur *13 # 

Corollaire : 


cl = ^ (2k) 2 = 2n(2n-l)(2n-2) 

en 2 6 

°L-i - 2n pi - n f (2*-i> 2 - < 2n - i »f- 2 » zn - ?) 


Proposition 2. : 

Le nombre de permutations [P n ] d’un ensemble à n éléments est : 
P n - 1.2.3 ... (n-l)n 

Preuve : 

P 2 - 2 

car {a,b} fournit : (a,b) et (b,a). 

Si on leur adjoint une troisième lettre c, alors s 


(a, b) =r> 


(c,a,b) 

(a,c,b) 

(a,b,c) 


(b,a) =r > 


(c,b,a) 

(b,c,a) 

(b>ûfC) 


Donc : ^ = 2#3 

Si on ajoute une quatrième lettre , alors chaque permutation 

précédente en donnera quatre, suivant que d est premier, second, 
troisième ou quatrième [dans la suite des quatre éléments]. Donc ; 


P 4 = 2.3.4 

et le procédé est identique pour n>4. 

Corollaire 1. : 

Le nombre d’arrangements A^ de n objets p à p est : 

= n(n-l) ... 


(n-p+1) 
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Preuve : 

Par définition, A^ est le nombre de combinaisons de n objets p à p, 
avec toutes leurs permutations. [Donc : 



d'où le résultat d’après les deux propositions précédentes]. 
Proposition 3. : 

Une combinaison de n objets étant donnée, déterminer le type de con¬ 
figuration et sa longueur minimale qui englobe les P n permutations 
de la combinaison donnée. 

Preuve : 

Soit a^, a 2 , ..., a n , l'une quelconque des P n permutations. Alors 
la configuration cherchée contient n(n-l)+l éléments disposés ainsi: 

(a 1 a 2 ... a n )(a 1 a 2 ... a n ) ... (a^ ... a n )a x 

(n-1) fois 

Cela se voit par induction. 

Application : 

Chaque jour, pendant quatre jours, une personne [musulmane] oublie 
de faire une prière [les prières oubliées étant toutes différentes]. 
Voulant rattraper le retard, mais ignorant l'ordre, dans le temps, 
des prières oubliées [et ne voulant pas, manifestement, faire plus 
de prières que ne l’exige le dogme] , elle voudrait connaître le 
nombre minimal de prières à faire et l'ordre de leur éxécution pour 
qu'elle soit assurée de faire une et -une seule fois ses quatre pri¬ 
ères dans l'ordre de leur oubli. 

Réponse : Elle doit faire, dans ce cas, 13 prières [d'après la pro¬ 
position 3.] . 
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/ £ H 'j 

II.- Ibn al-Ma,jdi v 
1•~ Arrangements avec répétitions : 

a) - Répétition d'une seule lettre . 

Soit (a^,a 2 , •••> a n ) une combinaison de n éléments ; alors le nom¬ 
bre d'arrangements que l'on peut en déduire lorsqu'on répète une 
seule lettre p fois, n-l^p^n, est de :n(n-l)+l. L'auteur le mon¬ 
tre pour n=4 (et donc 3^p^4), en énumérant les 13 figures. Chacu¬ 
ne des (n-l) lettres répétées pouvant prendre n positions dans la 
combinaison, on a bien n(n-l) figures auxquelles on ajoute celle où 
toutes les lettres sont identiques. Finalement, comme on peut répé¬ 
ter l’opération pour chacune des n lettres, le nombre total de fi¬ 
gures de ce type est de n(n(n-l)+l) . 

b) - Répétition de toutes les lettres . 

Il s’agit du dénombrement des arrangements de n objets p à p, avec 
répétition. L'auteur donne la formule : = n^, pour n=4»■1= P < 4 

et pour n=28, en disant qu’elle est vraie pour 4 < pin. 

2,- Généralisation de la proposition 3 d'Ibn al-Bannà ': 

il faut raisonner comme si le résultat cherché correspondait à la 
permutation la plus défavorable, c'est à dire ( a n » a n _^* • • • »a2»a^). 
Puis on généralise le résultat en supposant que la personne a, cet¬ 
te fois-ci, oublié de faire p prières sur les n, en ignorant à la 
fois quelles p prières parmi les n ont été oubliées et dans quel 
ordre. La question se ramène alors aux combinaisons de n objets p à 
p, chaque combinaison exigeant p(p-l)+l prières, soit au total : 

(p(p-l)+l)xc£ . 

B.- APPLICATIONS . 

I.- Combinaisons de fractions et d'entiers : 

( Ç. n) 

1I.- Chez Ibn al-Bannâ ' 

0 

a)- Bans son livre cité sous le titre de Arba Maqâlât, il 
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considère les différentes combinaisons de fractions et d'entiers 
liés par les opérations arithmétiques et dont le calcul est soumis, 
pour chaque opération, à une seule règle. Il dénombre 75 formes de 
sommes qu'il obtient ainsi : Si on note (f^), l^i^.5, les cinq 
types de fractions définies par l'auteur (voir chapitre II), e, un 
entier et g^ = e+f^, alors on a : 

card {(fj+f^)} + card {(g ± +g^)} + cardjC^+g^.)} * 75 


De la même manière, il obtient 85 écritures pour les soustractions 
de fractions et d'entiers, 85 pour les produits, 96 pour les divi¬ 
sions, 96 pour les dénominations et enfin 10 pour la réduction et 
la restauration. 

b)- Lorsqu'il s'agit de fractions élémentaires (de la for¬ 
me —), il dénombre toutes les écritures ou formulations possibles 
de leur produit, pour montrer l'utilité de les ramener, grâce à la 
commutativité à une expression unique. Il procède ainsi, (a. ),l<i<4 

1 i 1 — — 

étant des entiers : - fournit une deuxième figure _ 1 , tandis 


a l a 2 


a~a 


2 1 


que fournit 6 figures et , 24 figures, "comme 

tu as appris dans la combinaison des lettres avec permutation dans 
le chapitre de l'addition" précise-t-il. 


2. Chez Ibn Haydur ^ 3 ^. 

Dans le Tamhïç, il commence par dénombrer les combinaisons des cinq 
types de fractions, pàp, 2<p^5 î 

"Dans ces cinq fractions, (...) il y a 26 combinaisons dont 10 pour 
les combinaisons deux à deux, [ 10 ] aussi pour les combinaisons trois 
à trois, 5 pour les combinaisons quatre à quatre et une pour les 
combinaisons cinq à cinq. Donc le nombre de figures simples et com- 

5 _ 

posées de leurs questions est 31" ; ce qui correspond donc à Ct . 
Puis, il détermine les arrangements deux à deux, avec répétition de 
ces 31 combinaisons, soit : 
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A 31 = (31)2 = 961 » 

en y distinguant trois catégories, 31 de la forme (f.,f,), 465 de 

o IX 

la forme (f^,f^), i * j, correspondant à et 465 de la forme 
(f^,f^) et qui sont les permutées des précédentes. 

II.- Dénombrement de rapports simples . 

1.- Chez Ibn al-Bannâ 1 ^ ^ . 

Etant donné (a-^, a£, a^, a^), des entiers positifs vérifiant : 


Î1 = tl 

a 2 a 4 


[que l'on désignera par la relation (P)]. L'auteur énumère les dif¬ 
férentes opérations f^ qui, appliquées à (P), fournissent des ima¬ 
ges (P^ différentes de (P), mais équivalentes à elle. 

Il part des quatre opérations élémentaires : L'interversion (f^), 
la permutation (fg), la composition (f^) et la différenciation (f^) 
qui sont définies ainsi : 


f x (P) 



f 2 (P) 


a l a 3 


f 3 (P) 

V P) 


-i_2 = 3 4 

a, a. 

i j 


a 2~ a l a 4~ a ? 

” su ~ a. 
i j 


i * 1 ou 2; j = 3 ou 4. 


Puis il énumère, d'une façon incomplète d'ailleurs, les opérations 
obtenues par composition des f^, deux à deux et trois à trois (la 
composition étant entendue, ici, dans son sens fonctionnel), pour 
conclure à l'équivalence de toutes les relations obtenues. 

2.- Chez Ibn al-Ma.jdï ^ . 

C'est, à notre connaissance, le seul commentateur d'Ibn al-Bannâ' 
qui a explicité l'aspect combinatoire de ce problème dont l'inté¬ 
rêt réside dans la manipulation d'objets abstraits ne bénéficiant 
pas encore de symboles propres. 



Voici comment il procède : Après avoir écrit les images .fi(P), sou s 
forme de suites ordonnées de 4 éléments chacune ; 


! » 

a 2’ a 4^ 


{ 3^ * 3.-^ f 3^ f 3 ^ ) 


{a-^+a^ t 

a-^, a^+a 

4 » a 5 ) 


, » a 4 > 

il dénombre ce qu'il 

appelle 

les "combinaisons 2 à 2" qui 

sont ici 

les arrangements des 

f i 2 à 2 

, soit 

12 figures qu'il énumère ainsi; 

f 2 0f l » 

^3°^l * 

V f i 



f^Of£ » 

^3°^2 9 

f 4 0f 2 

(1) 


f x of 5 , 

f2°^3 * 

f 4 0f 3 


f l of 4 » 

f 2 0f 4 » 

f 3 0f 4 



Puis il considère les 

"combinaisons 

3 à 3 ” qui donnent 36 

(soit. 


o 

3xA^ ) éléments car chaque élément de (l) permet trois composi¬ 
tions. En effet, aux A^ arrangements, il faut ajouter les éléments 
de la forme : 

f j_ofi.ofi ; i * j 

Donc chaque f.of. fournit : 
i J 

f k of i of j » f i of j of i » f j of i of j ; 1 * * * k * 

Il dénombre enfin les "combinaisons 4 à 4" et obtient 108 éléments 
? 2 

soit, 3 xAT . 

II!.- Dénombrement d*équations polynomiales . 

„ ( 66 ). 

1 . •- Séries numériques et équations chez Ibn Kaydur 

a)™ Les séries géométriques fournissent 16 équations différentes 
car,, il y a 8 espèces de séries et deux sortes d’inconnues dans cha 

que série (un de ses éléments et sa somme) . En effet, dans : 

k=n 
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on peut avoir : p = O ou p * 0 ; a = 2 ou a * 2 ; n = 2 m ou n * 2 m . 


b)- Les séries arithmétiques fournissent 15 équations résolubles, 

car il y a cinq espèces d'inconnues : Le nombre d'éléments (n), le 

premier terme (u-, ), le dernier terme (u), la raison (r) et la som- 

-L n 1 

me (S). Si l’une d'elle est inconnue, on a 5 équations [soit Cj- ] . 

u 2 

Si deux d'entre elles sont inconnues, on a 10 équations [soit C^]. 
Parmi ces 15 équations, 15 sont résolubles par la méthode du Tal- 
khïs et les deux dernières par l'algèbre- 

Si on ignore trois éléments de la série et que l'on connaît leurs 
sommes deux à deux, ou leurs différences deux à deux, le nombre 
d'équations est égal à 60, 50 avec les sommes et 50 avec les diffé- 

O 

rences. [En effet, 2xC^ est le nombre d'équations de la forme : 


x. + x. = 
i 3 


ou x^ - Xj = b , 


et cl le nombre d'équations à trois inconnues issues de la sérié. 

5 2 5 

Le nombre total est donc 2xC^xC^ = 60], 


2,- Dénombremen t des équations de degré supérieur à 2 chez 
Ibn al-Ma,jdl ^. 

Le nombre des équations ne se limite pas aux six canoniques. Elles 
ne s'y limitent que si l'on considère seulement les trois espèces : 
Les nombres, les choses et les carrés . Si on les considère avec 
celles qui leur sont supérieures, on aboutit à des équations en 
nombre illimité à cause du nombre infini des espèces. 

1) - Si on considère 4 espèces de monômes, les cubes avec les 
degrés inférieurs, leurs équations se limitent à 25 figures : 

6 équations binômes (une espèce égale une espèce), 12 trinômes (um 
espèce égale deux espèces), 4 quadrinômes (1,5), 3 autres quadri- 
nôraes ( 2 , 2 ) . 

2) - Si on considère 5 espèces, le nombre de figures est 90 : 

10 binômes, 30 trinômes, 20 quadrinômes (1,3), 15 quadrinômes ( 2 , 2 ) 
10 à cinq monômes ( 2 , 3 ) et 5 autres à cinq monômes (1,4). 

5 )- Si on considère n espèces, n quelconque î 
a)- Equations binômes : 
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Leur nombre est égal à celui des combinaisons de n objets 2 à 2 : 

N(l,l) = (1) 

b) - Equations trinômes : 

On multiplie le nombre des équations simples par (n-2). [Cela re¬ 
vient à combiner chaque couple de (l) aux (n-2) monômes restants]: 

N(l,2) = (n-2)xN(l,l) 

c) - Equations quadrinômes : 

Si le nombre de monômes est 3» le dénombrement s’achève là. Sinon, 
on sait que les équations quadrinômes sont de deux types : (l,3)et 
(2,2). D'où : 

N(l, 3) «' ^f^*N(l t 2) 


D’autre part : 

N(2,2) = %|^xN(l,2) 

d)- Equations à cinq monômes : 

Elles sont de deux types : (1,4) et (2,3). D’où : 

N(l,4) = -kï^lxN(l,3) 

N(2,3) = —x(n-4)xN(2,2) 

3 

Pour conclure, Ibn al-Majdî applique ces formules aux cas s 

3 i n < 5 

en précisant que ce chapitre est vaste et que le nombre de figures 
de ses combinaisons est sans limite, compte tenu de la multiplica¬ 
tion des espèces . 
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f. 101 b, f. 115 a et f. 116 b. 

(12) - Coran, Sürat al-A C raf (Vil), verset 43. 

(13) - Fiqh al-Hisab, op.cit. p. 214-15. 

(14) __al~Baydhaq, compagnon d'Ibn Tumart, dit en parlant de lui : "l'imànr 
al-Mahdi", "notre Maître Infaillible" ou, tout simplement "l'infaillible", 
et ajoute la formule réservée habituellement aux quatre premiers khalifes 
et aux compagnons du Prophète : "Que Dieu soit satisfait de lui". 

Cf. son livre : Akhbâr al-Mahdi Ihn Tumart, édité par A. Hadjiat, Alger 
1974. _ c 

Les auteurs postérieurs, comme Ihn Khaidun dans son Kitab al Ibar et az—_ 
Zarakshï dans son Tarîkh ad-Dawlatayn, se contentent de l'appeler al-Mahdï 
ou l'Imâm al-Mahdi, sans formule supplémentaire. 

( 15 ) - E. Levi-Provençal, Trente sept lettres officielles almohades (texte 
arabe), Rabat 1941, PP* 55-61. 

- Tbn KhilTikan, Wafayat al-A C yan wa Anba' Ahna' az-Zaman, Dar Sadir Bey¬ 
routh 1978, t.VII, p.134, précise que Muhammad a régné quarante cinq jours 
avant d'être destitué au profit de son frire YÜsuf. 

(1 6 ) - Parmi les personnages oui ont porté la nisba "al- c Abd.ari", on peut 
citer s Abu Muhammad al—Balansî (GAL. I, p. 634 n° 14), Muhammad at—Tilim— 
sânl (GAL. II,’p. 101 et SU, p. 95), Abü-l- C Abbâs Ahmad al-MÛyurkî (GAL. 

SI, p. 635) et Ihn Mu°âwiyya al-Andalusi (GAL. SI, p. 630). 

Mais à lire leurs biographies, on constate que leur nisba ne suffit pas 
pour décider de la ville où ils ont étudié et de celle où ils ont éventu¬ 
ellement enseigné. 

(17) - Il s'agit d’une véritable dynastie de médecins qui ont servi suc¬ 
cessivement les khalifes almohades. Le premier Ihn Zuhr qui a servi an-Na 
sir est Abu Bakr al-Hafld auquel succédera son fils Abu Muhammad. Cf» Ihn 
Abi Usaybi c 'a, c Uyun al-Anbâ’,.*, Beyrouth 1979, III. PP* 109-21. 

(1 8 ) ~ Elève du grammairien égyptien Ibn Barri. Il est_l'auteur du célèb¬ 
re ouvrage de grammaire intitulé la Muqaddima ou 1a. Jazuliyya. 

(19) - Auteur de la célèbre Urjüza sur l'algèbre "al-Yâsamïniyya". D'après 
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_ c 

Ibn Qunfudh, il aurait également écrit un livre intitulé "Kitab al- Adad". 
Gf. Kitab al-Wafayat, Beyrouth 1980, p. 302. 

D’après A. Kannün qui ne cite malheureusement pas ses sources, il aurait 
aussi écrit une"Urjuza fi A C mal al—Judhur" et un "Talqih al-Afkar fî—1—°A— 
mal hi Hurüf al-Ghubër". Gf. An~Nubügh al-Maghribî, Beyrouth 1975» 3 e édi¬ 
tion, p. 171. 

(20) - Il s’agit de son ouvrage intitulé "Kitab al—Istikmal" qui sera éga¬ 
lement étudié et utilisé par Ibn al-Banna’ au XIV siècle. Gf. notre ar¬ 
ticle qui paraîtra dans la revue de l’Institut d'Histoire des Sciences ara- 
bo-islamiques de Francfort, sous le titre "La tradition arithmétique eucli¬ 
dienne et ses prolongements chez al-Mu'taman (XI siècle). Oet article est 
basé sur l’analyse d'un manuscrit anonyme que nous avons identifié comme 
étant la nantie arithmétique du Kitab al—Istikmal. 

(21) - Ces écrits concernent l'étude des nombres polygones. Cf. Fiqh al- 
Hisab, op.cit. p. 298 . 

(22) - Une étude comparative de l'ouvrage (TIbn Mun C im est en préparation. 
Elle viserait, dans la mesure du possible, à mieux situer le contenu de 
l’enseignement mathématique au Maghreb aux XII -XIII siècles, en liaison 
étroite avec les traditions d'enseignement et les travaux originaux des éco¬ 
les d'Andalousie et du centre de l'empire. 

(23) - Fiqh al-Hisëb, op.cit. p. 215» 

(24) - Ibn Mun C im se réfère, ici, au Kitab al- C Ayn et plus précisément au 
passage contenant les dénombrements d'une partie des mots de deux,...,cinq 
lettres de la langue arabe. 

( 25 ) - On découvre ce tableau, pour la première fois (en ce qui concerne 
la tradition arabe), dans un ouvrage d’algèbre d'as-Samaw'al al-Maghribi 
qui l'attribue à al-Karaji. Cf. S. Ahmad et R. Rashed, al-Bâhir en algèbre, 
partie arabe, pp. 109-12. Ce tableau a peut-être été utilisé, plus tard,par 
al-BÏrünî, dans son étude intitulée "Fi-Stikhrëj al-Ki âb wa adlë ma warâ- 
’ahü min Maratib al-Hisëb". (Cf. F. Sezgin, G,A.S. V, p. 382), et par al— 
Khayyâm dans un livre non encore retrouvé (Cf. R. Rashed et A. Djebbar, 
L’oeuvre algébrique d'al-Kha.yyam, Alep I.H.A.S. 1981 ). On le retrouve chez 
N. a,t-Tusï, dans son Jawëmi 0 al-Hisëb bi-t-Takhti wa-t-Turab (Cf. ms . Es- 

(26) - En 1556, le mathématicien italien Tartaglia ira même jusqu'à dres¬ 
ser le même tableau de nombres, à deux endroits de son Gênerai trattato di 
numeri et misure (il est vrai, suivant deux configurations géométriques 
différentes), sans faire le lien entre les deux aspects, combinatoire et 
algébrique, de cet ensemble de nombres. E. Coumet V avait déjà remarqué ce 
fait en analysant ces deux tableaux et leur contexte mathématique, dans : 
Mersenne, Frénicle,. .., op. cite pp. 301-8. 

(27) - E. Coumet, Mersenne, Frénicle,..., op. cit. 248-61. 

f?8)- Frénicle, Abrégé des combinaisons, in Mémoires de l'académie roya¬ 
le des sciences, 1666-1699) t.V, Pa,ris 1729, pp. 99-105» 
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(29) - Fiqh al-Hisal», op.cit. p* 215-16. 

? 

(30) - E.R.M..., op.cit. pp. 56 - 66 . 

(31) - as-Suyûtî, al-Muzhir fi C Ulum al-Lugha, Le Caire, non daté, pp.71-6* 

(32) — Nous avions déjà signalé ce type d’erreur chez Ibn Khaldun (cf. E. 
R.M..., op.cit. p. 134* note 213) 5 mais ces erreurs sont différentes, d ? un 
auteur à l’autre ; ce qui rend nécessaire une étude comparative des passa¬ 
ges de nature combinatoire éparpillés dans différents ouvrages. 


(33)- al-Muzhir..., op.cit. 71-74. Voici les deux démarches d’Ibn Durayd 
telles que nous les avons comprises : 

La première méthode consiste à disposer les lettres à combiner sur plu¬ 
sieurs cercles concentriques et à faire tourner tous les cercles sauf le 
plus petit, de manière à faire correspondre, à chaque fois des lettres dif¬ 
férentes, ainsi : 


Il s’agirait alors d’un procédé identique à celui que l’on rencontre en as¬ 
trologie. al-Bunï, Ibn al-°Arabi et même Ramon Lull l’utiliseront (cf. E.R. 
M..., op.cit. p.l35> note 222). 

La seconde méthode consiste à dénombrer,séparément,les mots sans répéti¬ 
tion de lettres et les autres et, dans le dénombrement des premiers, à dis¬ 
tinguer entre les mots sans 3 ni « ni , et les autres : Le calcul est 
correct pour les arrangements avec répétitions des 28 lettres, 2 à 2, il 
est faux pour les arrangements de plus de deux lettres, l’erreur portant 
sur la valeur des combinaisons 3 à 3. Ibn Durayd utilise en effet la formu¬ 
le : 



au lieu de 


c 3 

p 


P*c 


Ü.c* 

3 p 


11 est étonnant que les auteurs successifs n’aient pas comparé ces résultals 
à ceux d’al-Khalil Ibn Ahmad qui ne révèlent pa,s la méthode mais qui sont 
rigoureusement exact s. 

( 34 )- Nous avons abordé quelques aspects de ce problème dans notre commu¬ 
nication au colloque international de Rabat sur : Philosophie et Mathémati¬ 
que (1-4 Avril 1982), qui paraîtra dans la revue de la société de philoso- 
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phie du Maroc : Etudes philosophiques et littéraires, n° 7* 


(35)- E.R.M..op*cit. pp» 69-75* 


(36)- a)- Pour les méthodes d * approximation dont la place se réduit peu 
à peu dans le programme d’enseignement, voir en particulier le Raf al-Hi- 
jah, op.cit. f. 12 a» 

h)- Les coniques étaient étudiées au XIII siècle, comme en témoi¬ 
gne le livre d’Abu-l-Hasan al-Marrakushi et l’information qui est rapportée 
par Ihn Qunfudh, dans son Hatt an-Niqab (ms • Rabat n° I 678 L, p. 6 ) et qui 
concerne l’intérêt d’Ibn al-Banna f pour cette matière» 

c) - La comparaison quantitative et qualitative des problèmes de thé¬ 
orie des nombres, dans l’ouvrage d’Ibn Mun im puis dans ceux d’Ibn al-Ban- 
na* et d’Ibn Haydur (que nous exposons ailleurs), ne fait que confirmer le 
constat fait par Ibn Kh?vldun, au XIV siècle, concernant son abandon pro¬ 
gressif par les mathématiciens (cf* La Muqaddima, op.cit* p. 896 )* 

d) - A ces quatre disciplines, il faudrait peut-être ajouter les 
fractions décimales dont l’enseignement n’est pas explicitement évoqué,mais 
dont l’utilisation, comme instrument de calcul, est attestée par le témoi¬ 
gnage d’un mathématicien maghrébin post-almohade. Il s’agit d 1 al-Qatrawani 
qui rapporte, dans son ouvrage "Rashfat ar-Rudab min Thughur A mal al—Hi— 
sâb”, que les secrétaires des administrations de l’Ifriqiyya utilisaient, 
dans leurs problèmes quotidiens de conversion monétaire, ce qu’ils appe¬ 
laient ”le produit par les dizaines” qui consistait à ramener toute frac¬ 
tion donnée à une somme de fractions de dizaines, de centaines, ainsi de 
suite, c’est à dire, à utiliser la relation î 



( a < b) 


Cf. ms . Rabat n° 416 Q. pp. 58-59 e t PP* 161-62* 


( 37 )- j # Cardan, Opus novum de proportionibus numerorum..., in Opéra 
omnia, Lyon 1663, t* IV, pp* 556-58. Cité par E. Coumet,in Mersenne,Fréni- 
cle*.., ainsi que toutes les références ci-dessous concernant les mathéma¬ 
tiques européennes• 


(38) - N* Tartaglia, La seconda parte del General Trattato di numeri et 
misure, 1556, f. 17a* 

(39) - F*M. Mersenne, Harmonie universelle, Paris 1636, II, Livre second 
des chants, p* 145 * 

( 40 ) - B* Pascal, Oeuvres complètes, Paris 1954, P* 114* 

(41) - Tanbïh al-Albâb, ms. Alger n° 6l3/6 e , f.73a-73b. et Raf° al-Hijâb 
c an Wujuh A C mal al-Hisab, ms. Tunis n° 9722, f*17a. L’édition critique et 
la traduction française de ce dernier ouvrage feront partie d’une thèse aue 
prénare actuellement Mr. M. ABALLAGH et qui portera, en particulier, sur 
les relations entre mathématiques, philosophie et Kalam dans l’oeuvre d’Ibn 
al-Banna f . 

(42) - Ms. Vatican n° 1403, f* 53a* 
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(43) - La Muqaddima, op.cit. p. 1060. 

(44) - F.M. Me rsenne, Harmonicorum Libri, VII, p* 133. 

(45) - Fronicle, Abr êr,* des combinaisons, op.cit* p. 93. 

( 46 ) - Me . Brit. Mus. n° Add. 7469, f. 30b-32a. 

(47) - Harmonie universelle, op.cit. II, proposition XIX, p. 149. 

( 48 ) - Op.cit. II, Livre premier de la voix, p. 66. 

( 49 ) - Abrégé des combinaisons, op.cit. pp. 109—11. 

( 50 ) - Ra.f c al-Hijab, op.cit. f. 17a. 

(51) - E. Comnet, Mersenne, Frénicle..., op.cit. pp. 262-69. 

(52) - La Imala (inflexion) et le Tafkhîm (emphase), dams la prononciation 
du a, sont considérés comme des sons autorisés et appréciés dans la récita¬ 
tion du Coran ou dans la déclamation des poèmes. Cf. Sibawayh (al-Kitab, 
mss. Paris n° 3987, f* 575b.) qui ajoute une vingt neuvième lettre, la Ham- 
za, à l'alphabet arabe et qui dénombre deux catégories de sons supplémen¬ 
taires, entendus à son époque dans les parlers arabes : Six dont l'utilisa¬ 
tion est admise et sept qui ne sont pas appréciés dans la lecture du coran 
ou des poèmes. 

(53) - La langue berbère est dans ce cas. 

( 54 ) — L’auteur fait allusion, vraisemblablement, aux consonnes de la lan¬ 
gue berbère, qui n'existent pas dans la langue arabe î Le kaf spirant, com¬ 
me dans le mot berbère : Amik (comment), le tch, comme dans : Atch (mange), 
enfin,les deux consonnes "gue", l'une spirante, comme dans : Agu (la brume) 
et l'autre occlusive qui est commune à la langue berbère et au parler ara¬ 
be maghrébin, comme par exemple dans : Galb (coeur) et Argâz (homme). 

(55) - Coran, Surat an-Nur (XXIV), verset 55» 

( 56 ) - Selon le contexte mathématique, nous traduisons le mot 5 par î 
permutation, arrangement, position, configuration. 

(57) - C'est la géométrie du tableau IV (qui est un rectangle), qui obli¬ 
ge Ibn Mun°im à parler d’intersection de lignes et de colonnes, car à par¬ 
tir de n = 10, les directions des diagonales se rapprochent de plus en plus 
des lignes. Mais, dans l'esprit de l'auteur, les résultats doivent se lire 
en diagonale. Cela, est confirmé par les diagonales qui séparent chaque fa.— 

mille de C^ (n fixé et 2 4p4n). 
n 
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(58) - les sections B.VII et C.VI ont été analysées par Mr. D. Lamrabet 
dans son mémoire de post-graduation "La Mathématique maghrébine au moyen- 
âge", Université Libre de Bruxelles, 1981, pp.35-73. Les sections B.VIII, 

IX, X ont été analysées par nous dans un article à paraître sous le titre 
"Séries finies et nombres figurés dans les ouvrages maghrébins des XII - 
XIII e siècles". 

( 59 ) - Ces résultats et exemples sont repris de notre étude "E.R.M»..",op. 

cit. pp. 90 - 112 . 

( 60 ) — Raf C al-Hijab, op.cit. ff,12a-17a. 

(61) - Hawi-l-Lubab, op.cit. f.32a. 

( 62 ) - Arba C Maqâlât, ms. Tunis 9722, ff.Il6a-119a. 

(63) - at-Tamhïs fï Sharh at-Talkhis, ms. Rabat al-Hasaniyya n°252,t.II,p.6. 

( 64 ) - Raf c al-Hijâb, op.cit. f.37a. 

(65) - Hawi-l-Lubab, op.cit. ff,106a-107a. 

(66) - al-jâmi c li Usül C Ilm al-Hisab, ms. Tunis 9722, f.63b. 

(67) - Hawï-1-Lubâb, op.cito ff,193b-194b. 



Index des noms propres 


(*) 


c AbdarI (al-), Abü-l- c Abbâs Ahmad al-Mayurkî : n.16. 
c Abdarï (al-), Abü Muhammad al-Balansî : n.16. 
c Abdarï (al-), Afemad Ibn Mun c im : Voir Ibn Mun c im. 
c Abdari (al-), Ibn Mu c awiyya al-Andalusi : n.16. 
c Abdarî (al-), Muhammad at-Tilimisânï : n.16. 
c Abd al-Mu'min, b. c Ali : p.7,8. 

Âbilï (al-), Muhammad b. Ibrâhîm : p.5. 

Abu c Abdallah Muhammad, b. c Abd al-Mu'min : p.7. 

Abü c Abdallah Muhammad, b. Ya c qüb (an-Nâ§ir) : p.6,7. 

Abü c Abdallah Muhammad, b. Zakariyyâ' (al-Mustançir) : p.7. 
Abü Çafç c Umar al-Hintâtï : p.7. 

Ahdab (al-) : p.4. 

Ahmad, S. : n.25. 

Al Fasi, A. : n.5. 

Amari, M. : n.7,8. 

Andalusî (al-), Abu Zakariyyâ’ : p.5. 

Aristote (Aris^â^âlis) : p.18,49. 

Baydhaq (al-), Abu Bakr b. c Ali : n.14. 

Biggs, N.L. : n.1. 

Birünï (al-), Abû-r-Rayfcân Muhammad : p.13 ; n.25. 

BÜnî (al-), Abü-l- c Abbâs Aftmad : n.33. 

Cardan, Girolamo : p.24 ; n.37. 

Coumet, E. : n.1,26,27,37 » 51• 

Djebbar, A. : n.1,25. 

Erenicle, De Bessy Bernard : p.11,28,33 ; n.1,26,27,28,45. 
Ghazzï (al-), Abu c Abdallah b. Alimad : p.5. 


(*)- les abréviations utilisées sont : p.(page), n.(note), b.(lbn). 



Hadjiat, A. : n.14. 

Çaççâr (al-), Abu Bakr Muhammad : p.3,5. 

Ibn c Abd al-Mun c im, Abu c Abdallah Muhammad b. c Isâ aç-Çiqillï : 

p.4 ; n.8. 

Ibn Abi Usaybi c a, Muwaffaq ad-Din : n.17. 

Ibn c Arabï, Abu Bakr Muhammad : n.33. 

Ibn al-Banna', Abû-l- c Abbâs Ahmad al-Marrâkushï : p.1,2,3,4,5,10 

16,27,43,86,90,91,92 ; n.20,36. 

Ibn Barrï, c Abdallah : n.18. 

Ibn Bundüd : p.5. 

Ibn Durayd, Abu Bakr Muhammad : p.14 ; n.33. 

Ibn Ghaniyya, Ya^yà : p.8. 

Ibn Haydûr, Abü-l-Çasan c Ali at-Tâdilî : p.1,5,10,27 ; n.36,93„ 
Ibn Khaldün, c Abdarrahmân : p.4,5,27 ; n.6,14,32,36. 

Ibn al-Majdï, Shihâb ad-Din Abü-l- c Abbâs Ahmad : p. 1,29,44,90 , 92 
94 95. 

Ibn al-Mun c im : Voir c Abd al-Mun c im. 

Ibn Mun c im, Ahmad al- c Abdari : p.3,4,5,7,9,10,11, .12,13,14,15,16, 
23,24,25,26,28,32,33 ; n.3,36,57. 

Ibn al-Qiftl, Jamâl ad-Din : p.4 ; n.7,8. 

Ibn Qunfudh, Abü-l- c Abbâs A^mad b.. al-Kha$îb: n. 19,36. 

Ibn Qurra, Thâbit : p.13. 

Ibn ar-Rafï c , Çusayn : n.5. 

Ibn Sayyid : p.5,9. 

Ibn jâhir : p.5,9. 

Ibn Zuhr, Abu Bakr al-Çafld : p.8 ; n.17. 

Ibn Zuhr, Abu Muhammad : p.8 ; n.17. 

Ibn al Yâsamïn, Abu Muhammad c Abdallah al-Adrïnï : p.8. 

Isfahani (al-), Abu c Abdallah c Imâd ad-DÏn : n.7. 

Jazulï (al-), Abu Musâ : p.8. 

Kannun, A. : n.19. 

Karajî (al-), ou al-Karkhi, Abu Bakr Muhammad : n.25. 
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Khalïl (al-), Ibn Aljmad : p.10 13 14 18 49 ; n.33. 

Khayyâm (al-), Ghiyâth ad-Din Abü-l-Fath c Umar : n.25. 

Lahbabi, M-A. : n.5. 

Lamrabet, JJ. : p.85 ; n.5. 

Levi-Provençal, E. : n.15. 

Lippert, J. : n.8. 

Lu11, Ramon : n.33. 

Marrakushi (al-), Abu c Al.i al-Çasan : n.36. 

Mersenne, Marin : p.11,24*25,28,33,44 ; n.1,26,27,39,44. 

Mu'taman (al-), Yusuf b. Ahraad al-Muqtadir bi-l-Lah : p.5,9,12. 

Pascal, Biaise : p.26 ; n.40. 

Qalçâdï (al-), Abû-l-ijasan °Ali : p.3. 

Qarafi (al-), Shihab ad-DÎn Abü-l~ c Abbâs Aljmad aç-Çanhâjî : p.5. 
Qa^rawanï (al-), A&mad b. Muhammad : n.36. 

Qurashî (al-), Abü-l-Qâsim : p.5. 

Rashed, R. : n. 1,25. 

Raymond, P. : n.1. 

Renaud, H. P-J. : p.4 ; n.7. 

Roger II (de Sicile) : p.4. 

Samaw'al (as-), b. Rabi Yahüda b. Abün al-Maghribî : p.13 ; n.25. 
Sezgin, P. : n.7. 

SÏbawayh, Abu Bishr : n.52. 

Suter, H. : p.4 ; n.7. 

$uyütï (as-), Abü-1-Fadl : p.14 ; n.31. 

Tartaglia, Niccolo : p.24,25 ; n.26,38. 

Tuçi (at-), Nasîr ad-Dîn Abü Ja c far Muhammad : n.25. 

Yadegari, M. : ,.25. 

Zahrâwî (az-), Abû-l-Hasan c Ali : p.5. 

Zanjânî (az-), c Izz ad-Dîn c Abd al-Wahhâb : n.25. 

ZarkashI (az-), Muhammad b. Ibrâhîm ; n.14. 
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